
第12回 多変量解析
多次元尺度法

多次元尺度法
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データとして、個体間の類似度もしくは非類似度が必要。

個体対を提示して類似度を評定させる。
個体対を提示して似ているか似ていないかを判断させる。

都市間の移動時間、ソシオメトリの個体間距離等。

複数の個人からデータを得た場合に、個人差を認めるか否か。



距離と座標
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座標 X が与えられた時に距離 D を計算するのは簡単。

MDS はその逆で、距離から座標を出すための方法。

距離から座標へ： D がユークリッド距離の場合
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原点と回転の不定性



距離から座標へ： D がユークリッド距離の場合
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距離から座標へ： D がユークリッド距離の場合
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数値例
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古典的 MDS   Torgerson の方法
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 データとして D を得た場合はそれが距離であるとは限らないが
とりあえずスカラー積 B を計算して最小２乗法で Y を求める。

スカラー積の最小２乗近似



距離から座標を直接求める 計量的 MDS 
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O をデータとして得られる非類似度行列とする。

Gauss-Newton 法で必要な Jacobian は

Newton-Raphson 法で必要な gradient は

数値例

 21 人による東京の盛り場間の主観的距離（５段階）の平均
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池袋 上野 浅草 銀座 新橋 品川 渋谷 新宿 六本木 赤坂
池袋 0.00  3.63  3.95  3.91  4.47  4.13  2.81  1.61   3.88  3.76
上野 3.63  0.00  1.14  2.82  2.94  3.74  4.31  3.96   3.40  3.70
浅草 3.95  1.14  0.00  3.14  3.45  4.07  4.55  4.43   4.05  3.88
銀座 3.91  2.82  3.14  0.00  1.57  2.05  3.14  3.14   2.00  2.14
新橋 4.47  2.94  3.45  1.57  0.00  1.69  3.12  3.76   2.07  2.29
品川 4.13  3.74  4.07  2.05  1.69  0.00  2.31  3.17   2.12  2.50
渋谷 2.81  4.31  4.55  3.14  3.12  2.31  0.00  1.61   2.29  2.00
新宿 1.61  3.96  4.43  3.14  3.76  3.17  1.61  0.00   2.88  2.64
六本木 3.88  3.40  4.05  2.00  2.07  2.12  2.29  2.88   0.00  1.29
赤坂 3.76  3.70  3.88  2.14  2.29  2.50  2.00  2.64   1.29  0.00



結果
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最小２乗法による計量的 MDS
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residmds <- function( vecX, O ){
# rss of metric mds:  lower half of O - D:   
# to be used by GN
ns=nrow(O)
locLH=lower.tri(O, diag=FALSE)
X=matrix(vecX,ns)
XX=rowSums(X*X)
XX11=XX%*%matrix(1,1,ns)
D=sqrt( abs( XX11-2*X%*%t(X)+t(XX11) ) )
#  D=distancew(X)[,,1]
resid=c( (O-D)[locLH] )
return( resid )
} # end of residmds

residmds2 <- function( vecX, O ){
# rss of metric mds to be used by nlfb
return( -residmds( vecX, O ) )
} # end of residmds2

rssmds <- function( vecX, O ){
# rss of metric mds
return( sum( residmds(vecX, 
O)^2 ) )
} # end of rssmds

gradmds <- function( vecX, O ){
# gradient: first derivative of 
# rssmds wrt vecX
res=JacobianMat( vecX, rssmds, 
O=O )
return( res )
} # end of gradmds



最小２乗法による計量的 MDS
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# 古典的 MDS を初期値として使う
# initial
J=diag(ns)-matrix(1,ns,ns)/ns
B=-0.5*J%*%Omean%*%J
ev=eigen(B)
P=ev$vectors[,1:ndim]
L=diag(ev$values[1:ndim])
Xcmds=P%*%sqrt(L)

X0=Xcmds
rss0=rssmds( c(X0), Omean )
g0=gradmds( c(X0), Omean )

resnlfb=nlfb( c(X0), residmds2, O=Omean, control=list(femax=1000) )
X1=matrix(resnlfb$coefficients,ns)
rss1=rssmds( c(X1), Omean )
g1=gradmds( c(X1), Omean )
title=paste("GN by nlfb: rss =", round(rss1,3))
plot(X1, main=title)
text( X1, sname, pos=4 )

不定性の除去
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residmds12 <- function( vecX, O ){
# rss of metric mds
ns=nrow(O)
locLH=lower.tri(O, diag=FALSE)

X=matrix(vecX,ns-1)
X=rbind(rep(0,ndim),X)

XX=rowSums(X*X)
XX11=XX%*%matrix(1,1,ns)
D=sqrt( abs( XX11-2*X%*%t(X)+t(XX11) ) )
resid=c( (O-D)[locLH] )
return( -resid )

} # end of residmds2

原点に関する不定性の除去

パラメタとしては X 行列の
最初の行を除いたものを用いる。

最初の行は全て 0 とする。



データの最適変換を含む MDS: 非計量的 MDS

 Non-metric MDS

 データの最適変換

 基準化された RSS
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非計量的 MDS の最小２乗解

 母数を、座標行列と最適変換のパラメタに分割して
交互最小２乗法を使う。

 最適変換 τが与えられた時の X は計量的 MDS と同じ。

 座標 X が与えられた時の最適変換は
RSS1 を最小にするように求める。

 例えば、線形の場合は d を o に回帰すれば良い。

 O が順序尺度の場合は最小２乗単調変換を使う。

 基準化された RSS の最小化は Lagrange の未定乗数法を参照。

 上記のループを実行する自前のプログラムが必要。
lazy.mds の wmdsGN

smacof パッケージ
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最小２乗単調変換の例
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mlsreg in lazy.stat package

個人差 MDS 

 重み付きユークリッド距離

18



最小２乗解
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Jacobian

gradient

自由に回転は出来ない。

原点の移動と
90 度ごとの回転と符号の反転のみ。

個人差 MDS の最小２乗解

 母数を、座標行列、重み行列、と最適変換のパラメタに３分割して
交互最小２乗法を使う。

 最適変換 τと重み W が与えられた時に Rss を最小とする X を求める。

 GN を最低１回実行する。（完全な条件付き最小２乗解を求めなくても良い。）

 最適変換 τと座標 X が与えられた時に Rss を最小とする W を求める。

 GN を最低１回実行する。（完全な条件付き最小２乗解を求めなくても良い。）

 座標 X と重み W が与えられた時の最適変換は
RSS1 を最小にするように求める。

 例えば、線形の場合は d を o に回帰すれば良い。

 O が順序尺度の場合は最小２乗単調変換を使う。

 基準化された RSS の最小化は Lagrange の未定乗数法を参照。

 上記のループを実行する自前のプログラムが必要。
Lazy.mds の wmdsGN
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数値例 21 人分の評定値
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O
, , S1

池袋 上野 浅草 銀座 新橋 品川 渋谷 新宿 六本木 赤坂
池袋 0    5    5    5    5    5    5    2      5    4
上野 5    0    1    2    4    4    5    5      4    4
浅草 5    1    0    4    4    4    5    5      4    4
銀座 5    2    4    0    1    4    4    5      2    4
新橋 5    4    4    1    0    4    5    4      2    2
品川 5    4    4    4    4    0    4    4      4    2
渋谷 5    5    5    4    5    4    0    2      2    2
新宿 2    5    5    5    4    4    2    0      2    2
六本木 5    4    4    2    2    4    2    2      0    1
赤坂 4    4    4    4    2    2    2    2      1    0

, , S2

池袋 上野 浅草 銀座 新橋 品川 渋谷 新宿 六本木 赤坂
池袋 0.0    4  4.0  4.5  5.0  4.5  2.5  2.0    4.5    4
上野 4.0    0  1.0  4.0  3.0  4.0  4.0  4.0    4.0    4
浅草 4.0    1  0.0  3.5  2.0  4.5  4.5  4.0    4.0    4
銀座 4.5    4  3.5  0.0  1.0  2.0  3.5  4.0    1.0    2
新橋 5.0    3  2.0  1.0  0.0  2.0  2.5  4.0    2.0    2
品川 4.5    4  4.5  2.0  2.0  0.0  2.5  3.5    2.0    2
渋谷 2.5    4  4.5  3.5  2.5  2.5  0.0  2.0    2.0    1
新宿 2.0    4  4.0  4.0  4.0  3.5  2.0  0.0    4.0    2
六本木 4.5    4  4.0  1.0  2.0  2.0  2.0  4.0    0.0    1
赤坂 4.0    4  4.0  2.0  2.0  2.0  1.0  2.0    1.0    0

線形の最適変換
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最小２乗単調変換
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計数データへの拡張

24（σ、γ） と D、したがって X との間の乗算的不定性


