
第11回

因子分析
（改訂版）

因子分析のモデル
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因子分析モデル
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データ行列の各列
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データ行列の各行
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母数モデルとランダムモデル（変数モデル）
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モデルの不定性：原点の不定性
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モデルの不定性：単位の不定性
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モデルの不定性：回転に関する不定性
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回転に関する不定性
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 母数モデル
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母数モデル
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制約条件：直交因子モデル

母数モデルの最小２乗解
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交互最小２乗法による解
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回転の不定性を取り除くために が対角になるように回転する。

固有分解を用いた解
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もしも が対角行列なら （回転の不定性）

を満たす。

22



R code  PCA by ALS

 交互最小２乗法による主成分分析（因子分析の母数モデル）

23

for( iter in 1:maxiter ){

# full conditional LSE of A given F
A <- t( solve(t(F)%*%F)%*%t(F)%*%Y )
# full conditional LSE of F given A
F <- t( solve(t(A)%*%A)%*%t(A)%*%t(Y) )

# evaluate fit
rmse <- sqrt( sum( (Y-F%*%t(A))^2 )/nrow(Y)/ncol(Y) )
rmseimp <- rmsep-rmse
maxad <- max(abs(F-Fp),abs(A-Ap))

if( maxad <= eps ) break

# next iteration
rmsep <- rmse
Fp <- F; Ap <- A

} # end of main iteration loop

F と A を分割せずに NR を使う (PCAbyNRGN.R)

24

rssFA <- function( vecFA, ndim=2, Y=0 ){
# recover F and A from vecFA and evaluate rss
n=nrow(Y); nvar=ncol(Y)
F=matrix(vecFA[1:(n*ndim)],n,ndim)
A=matrix(vecFA[-(1:(n*ndim))],nvar,ndim)
rss=ssq(Y-F%*%t(A))
return( rss )
} # end of rssFA

ndim=2
F0=QRGS( Y, orth=2 )$Q[,1:ndim]*sqrt(n)
A0=t( solve(t(F0)%*%F0)%*%t(F0)%*%Y )
vecFA0=c(c(F0),c(A0))
cat("¥n¥n**** Startin PCA by NR ****¥n¥n")
resNR=NR( vecFA0, rssFA, print=2, Y=Y, ndim=ndim )
vecFANR=resNR$par
F=matrix(vecFANR[1:(n*ndim)],n,ndim)
A=matrix(vecFANR[-(1:(n*ndim))],nvar,ndim)
resnorm=normalize( F,A )
FNR=resnorm$F; ANR=resnorm$A
rssNR=ssq(Y-FNR%*%t(ANR))
Print(rss1,rssNR)
Print(A1,ANR) resnlm=nlminb( vecFA0, rssFA

, control=list(trace=1), Y=Y, ndim=ndim )

vecFA 以外の定数
ndim, Y
は … の引数として渡す。



F と A を分割せずに GN を使う (PCAbyNRGN.R)

25

ymyhatFA <- function( vecFA, ndim=2, Y=0 ){
# recover F and A from vecFA and evaluate vec(Y-F%*%t(A))
n=nrow(Y); nvar=ncol(Y)
F=matrix(vecFA[1:(n*ndim)],n,ndim)
A=matrix(vecFA[-(1:(n*ndim))],nvar,ndim)
resid=c(Y-F%*%t(A))
return( resid )  
} # end of ymyhatFA

cat("¥n¥n**** Startin PCA by GN ****¥n¥n")
resGN=GN( vecFA0, ymyhatFA, print=2, Y=Y, ndim=ndim )
vecFAGN=resGN$par
F=matrix(vecFAGN[1:(n*ndim)],n,ndim)
A=matrix(vecFAGN[-(1:(n*ndim))],nvar,ndim)
resnorm=normalize( F,A )
FGN=resnorm$F; AGN=resnorm$A
rssGN=ssq(Y-FGN%*%t(AGN))
Print(rss1,rssGN)
Print(A1,AGN) library(nlsr)

yhatmyFA <- function( vecFA, ndim=2, Y=0 ){
return( -ymyhatFA( vecFA, ndim=ndim, Y=Y ) )  

} # end of yhatmyFA
resnlsr=nlfb( vecFA0, yhatmyFA, Y=Y, ndim=ndim

, control=list(femax=500) )

母数モデルの最尤解は存在しない
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この尤度関数は一つの を 0 に近づけることにより

いくらでも大きくすることが出来る。



誤差分散に構造を仮定した場合の最尤解
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ただし は既知。

誤差分散に構造を仮定した場合の最尤解
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 ランダムモデル
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ランダムモデル
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固体を表す添字 i は省略。



周辺分布
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周辺分布

32

を で推定する。

因子分析モデルはデータの周辺分布の分散共分散行列の構造のモデルとなる。



 ランダムモデルの最小２乗解
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ランダムモデルの最小２乗解
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データに以下の構造を持った分散共分散行列を当てはめる。

最小２乗基準



 R の最小２乗法の関数： GN , nlfb in nlsr package
 データ Y とモデル Yhat のずれを最小とするように Yhat に

含まれるパラメタを推定する。

 関数には、第１引数としてパラメタをまとめたベクトルを、
第２引数として Y-Yhat または Yhat-Y を計算する関数を渡す。

 R の最適化の関数： NR, nlminb

 負の対数尤度関数もしくは最小２乗基準を最小とするような
パラメタを推定する。

 関数には、第１引数としてパラメタをまとめたベクトルを、
第２引数と最小化されるべき関数を渡す。
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R code: LS 全てを GNで (FALSbyGN)
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residfa <- function( param ){
# residual of random fa model:  to be used by   GN
# vecS - vecSigma
# 

Lambda=matrix(param[1:(nvar*ndim)],nvar)
psi=param[-(1:(nvar*ndim))]
Sigma=Lambda%*%t(Lambda)+diag(psi)

resid=vecS-Sigma[locLH]

return( resid )

} # end of residfa

# LS fa by nlsr with constraints
param0=c(Lambda0, psi0)
resnlfb=nlfb( param0, residfa2, control=list(femax=100) )

# LS fa by GN with reparametrization
param0=c(Lambda0, psi0)
resGN=GN( param0, residfa, maxiter=500 )

# initial by pca
ev=eigen( S )
Lambda0=ev$vectors[,1:ndim]%*%diag(sqrt(ev$values[1:ndim]))
psi0=diag(S-Lambda0%*%t(Lambda0))

数値例は後ほど

param 以外の定数
nvar, ndim, vecS, locLH
は residfa を定義した環境の中にある。



R code:   LS 全てを NR で (FALSbyNR)

37

rssfa <- function( param ){
# evaluation of LS criterion function
# param=c( c(Lambda), psi )
#
#  S, ndim and nvar is from the parent env.
# 
Lambda=matrix(param[1:(nvar*ndim)],nvar)
psi=param[-(1:(nvar*ndim))]
Sigma=Lambda%*%t(Lambda)+diag(psi)

rss=sum((S-Sigma)^2)

return( rss ) 
} # end of rssfa

param0=c(Lambda0, psi0)
# LS fa by nlminb with constraints
resnlminb=nlminb( param0, rssfa, control=list(trace=0) )

# LS fa by NR with reparametrization
resNR=NR( param0, rssfa, maxiter=50 )

数値例は後ほど

rss=sum((vecS-Sigma[locLH])^2)

交互最小２乗法： Minres etc 一次微分を利用
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Minres, Refactoring, 繰り返しのある主因子法
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ＡＬＳ

が既知なら主因子法

R code:  LS  Minres etc (FALSMLbyALT.R)

40

for( llll in 1:maxiter ){

# Update Lambda
ev=eigen( S-diag(psi) )
P=ev$vectors[,1:ndim];   Gamma=ev$values[1:ndim]
Lambda=P%*%diag(sqrt(Gamma))

# Update psi
psi=diag(S-Lambda%*%t(Lambda))

# check convergence
param0=c(c(Lambda),psi)
crit=critfa(param0, method=method); critimp=(critp-crit)
maxad=max(abs(abs(Lambda)-abs(Lambdap)),abs(abs(psi)-abs(psip)))

if( maxad <= epsd ) break

# next iteration
Lambdap=Lambda; psip=psi; critp=crit

} # end of llll loop 数値例は後ほど



Λ を消すと RSS は ψ だけの関数となる。

41（実際はもう少し簡単にしてから使う方が多い。）

Ψ の関数としての Rss
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R code:  LS psi only by NR (FALSbyJo.R)
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critfapsi <- function( psi, uselogpsiasparam=0, method="ML" ){
# evaluation of ML or LS criterion function to be used by nlminb or NR
# param=psi
# 20210707
#
#  S, ndim and nvar is from the parent env.
#
# psi or log(psi)
# If the parameter is log(psi), recover original as exp(log(psi)).
if( uselogpsiasparam ) psi=exp(psi)

psi=c(psi)

ev=eigen( S-diag(psi) )
P=ev$vectors[,1:ndim]
Gamma=ev$values[1:ndim]
Lambda=P%*%diag(sqrt(Gamma))
Sigma=Lambda%*%t(Lambda)+diag(psi)

crit=sum((S-Sigma)^2)

return( crit )

} # end of critfapsi

resnlminb=nlminb( psi0, critfapsi, control=list(trace=0) )
resNR=NR( psi0, critfapsi, maxiter=50)

数値例は後ほど

 ランダムモデルの最尤解
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（周辺）最尤解

45
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これを最大とする母数は

を最小とする母数に等しい。

NR を使う？



Lawley の方法

47

交互最尤解

R code:  ML by Lawley  (FAMLbyLawley.R)

48

for( llll in 1:maxiter ){

# Update Lambda
Psimh=diag(1/sqrt(psi))
ev=eigen( Psimh%*%S%*%Psimh )
Omega=ev$vectors[,1:ndim];  Theta=ev$values[1:ndim]
Lambda=sqrt(psi)*P%*%diag(sqrt(Theta-1), nrow=ndim)

# Update psi
psi=diag(S-Lambda%*%t(Lambda))

# check convergence
param0=c(c(Lambda),psi)
crit=critfa(param0, method=method); critimp=(critp-crit)
maxad=max(abs(abs(Lambda)-abs(Lambdap)),abs(abs(psi)-abs(psip)))

if( maxad <= epsd ) break

# next iteration
Lambdap=Lambda; psip=psi; critp=crit

} # end of llll loop

プログラムの構造的には
Minress と似ている。



Joereskog の方法

49実際にはもう少し簡素化してから利用する。

Ψ の関数としての F
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R code:  ML psi のみ (FALSbyJo.R)
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# ML fa by nlminb with constraints
resnlminb <- nlminb( psi, critfapsi, control=list(trace=0)

, lower=1e-3, upper=1-1e-3 )

# ML fa by NR with reparametrization
resNR <- NR( log(psi), critfapsi, uselogpsiasparam=1, 
maxiter=50 )

critfapsi <- function( psi, uselogpsiasparam=0 ){
# evaluation of ML criterion function to be used by nlminb or NR
#  S, logdets, ndim and nvar is from the parent env.

# psi or log(psi)
# If the parameter is log(psi), recover original as exp(log(psi)).
if( uselogpsiasparam ) psi=exp(psi)

# ML Lambda given psi
psi=c(psi) 

Psimh=diag(1/sqrt(psi))
ev=eigen( Psimh %*% S %*% Psimh )
P=ev$vectors[,1:ndim]
D=ev$values[1:ndim]
Lambda=sqrt(psi)*P %*% diag(sqrt(D-1), nrow=ndim) %*% invPhimh
Sigma=Lambda %*% Phi %*% t(Lambda) + diag(psi)
invSigma=solve(Sigma)

crit=tr(S %*% invSigma) + log(det(Sigma)) - logdetS - nvar

return( crit )

} # end of critfaps

ＥＭアルゴリズムによる解法
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誤差分散が負にならない！

F を欠測したデータと見なす。

データとパラメタの値が所与の場合の F の条件付き分布



LS by Minress, ML by Lawley, ML by EM

 これらの３つの方法は基本的に同じ構造をしている。

 Psi を所与として Lambda を求める。

 Lambda を所与として Psi を求める。

 lazy.fa の efa 関数を使うとこれらの３つの方法での推定が可能。
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 誤差分散に構造を仮定した場合の解析解

因子分析と主成分分析
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誤差分散に構造を仮定した場合の解析解のまとめ
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これでも歴とした因子分析！！
諸説有り。

 構造方程式モデル、共分散構造分析
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 構造方程式モデル、共分散構造分析に関しては
http://mayekawa.in.coocan.jp/titech/docs/fa12.pdf

の p25 以降を参照のこと。
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