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1 はじめに

1.1 因子分析のモデル

yij , i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , p を観測される p 変量のデータとする。因子分析モデルは、この

データに以下のモデルを当てはめる。

yij = µj +

r∑
a=1

fiaλja + eij (1.1)

ただし、 µj は変数 j の平均、fia は個体 i の第 a 因子のスコア、λja は変数 j の因子 a への因子負荷

(因子パタン）、eij は残差である。

因子スコア fia, a = 1, 2, . . . , r は観測されない r 次元の潜在変数であり、多くの場合、単に因子と呼

ばれるが、通常、各因子の平均はゼロ、分散は 1 が仮定されている。また、因子間の相関に関しては、

無相関とする場合を直交因子、相関を認める場合を斜交因子と呼ぶ。

ここで、yij を n× p の行列の形に並べたものを Y とし、その各列を y(j), j = 1, 2, . . . , p とする。

また、eij を n× p の行列の形に並べたものを E とし、その各列を e(j), j = 1, 2, . . . , p とする。また、

因子 fia を n× r の行列の形に並べたものを F、λja, a = 1, 2, . . . , r を r × 1 のベクトルの形に並べ

たものを λj とすれば、

y(j) = µj1 + Fλj + e(j) (1.2)

と書けるが、この表現から因子分析は観測される各変数を共通の説明変数行列 F へ回帰する重回帰分

析モデルでり、因子負荷ベクトル λj は回帰係数ベクトル、µj は回帰の切片であることが分かる。ただ

し、説明変数行列 F は観測されていない。

上記の重回帰モデルをまとめて書けば

Y = 1µ′ + FΛ′ +E (1.3)

を得るが、これは多変量重回帰モデルである。ただし、Λ は λj の転置を各行に持つ p× r の回帰係数
行列であり、因子負荷行列または因子パタン行列と呼ばれるものである。

この場合、因子の平均と分散共分散行列に関する制約は

1′
F = 0, and

1

n
F ′F = I (1.4)

となる。

また、 (1.3) 式 に示される Y 行列の各行に着目すれば、その第 i 行の転置は

yi = µ+Λf i + ei (1.5)

と書くことが出来る。ただし、yi, i = 1, 2, . . . , n は Y 行列の第 i 行の転置を示す p× 1 のベクトル、

µ は µj , j = 1, 2, . . . , p を縦に並べた p× 1 のベクトル、f i, i = 1, 2, . . . , n は F 行列の第 i 行を転

置した r × 1 のベクトル、ei, i = 1, 2, . . . , n は E 行列の第 i 行を転置した p× 1 のベクトルである。

この場合、平均や分散共分散行列の制約は

1

n

n∑
i=1

f i = 0 and
1

n

n∑
i=1

f ′
if i = I (1.6)

となる。
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ここで、潜在変数である因子を未知の定数と見なすか確率変数と見なすかにより因子分析モデルを母

数モデルとランダムモデルに分類することが出来る。通常、母数モデルにおいては (1.3) 式 の表現を

用いることが多く、ランダムモデルに於いては (1.5) 式 の表現が用いられる。

母数モデルの母数（パラメタ）は、平均ベクトル µ、因子スコア行列 F、因子パタン行列 Λ, （なら

びに誤差の分散）であり、ランダムモデルの母数は平均ベクトル µ、因子パタン行列 Λ, ならびに誤差

の分散である。また、母数モデルに於いては、最小２乗法を用いて母数を推定することが多いが、誤差

分散は等しいと言うことを仮定すれば最尤解を用いることも出来る。他方、ランダムモデルにおいては

誤差ベクトル ei と因子スコアベクトル f i に標準正規分布を仮定した上で yi の周辺分布を導き、それ

を利用した最尤解や最小２乗解が用いられる。

1.2 モデルの不定性

1.2.1 原点の不定性

F (∗) = F + 1m′ and µ(∗) = µ−m (1.7)

を定義する、これより

F = F (∗) − 1m′ (1.8)

を (1.3) 式 に代入すると

Y = 1µ′ + FΛ′ + e (1.9)

= 1µ′ + (F (∗) − 1m′)Λ′ + e (1.10)

= 1(µ′ −m′) + F (∗)Λ′ + e (1.11)

= 1µ(∗)′ + F (∗)Λ′ + e (1.12)

となり、星付きの変数に於いても因子分析モデルが成り立つ。

1.2.2 単位の不定性

F (∗) = FD and Λ(∗) = ΛD
–1

(1.13)

ただし D は対角行列、を定義する、これより

F = F (∗)D
–1

(1.14)

を (1.3) 式 に代入すると

Y = 1µ′ + FΛ′ + e (1.15)

= 1µ′ + F (∗)D
–1
Λ′ + e (1.16)

= 1µ′ + F (∗)(ΛD
–1
)′ + e (1.17)

= 1µ′ + F (∗)Λ(∗)′ + e (1.18)

となり、星付きの変数に於いても因子分析モデルが成り立つ。
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1.2.3 回転の不定性

F (∗) = FT and Λ(∗) = ΛT ′–1 = ΛT−1′ (1.19)

ただし T は正則行列、を定義する、これより

F = F (∗)T
–1

(1.20)

を (1.3) 式 に代入すると

Y = 1µ′ + FΛ′ + e (1.21)

= 1µ′ + F (∗)T
–1
Λ′ + e (1.22)

= 1µ′ + F (∗)Λ(∗)′ + e (1.23)

となり、星付きの変数に於いても因子分析モデルが成り立つ。

この不定性を取り除くためには、例えば

Λ′Λ = Γ = 対角行列 (1.24)

という制約を置けば良い。なぜなら

Λ(∗)′Λ(∗) = T
–1
Λ′ΛT ′–1 = T

–1
ΓT ′–1 (1.25)

は対角になるとは限らないから。

2 記述的因子分析

2.1 母数モデル

本稿で取り扱うモデルは p 個の基準変数 y(j), j = 1, 1, . . . , p のそれぞれをを、共通の n× r の説明
変数行列 F へ回帰するというモデルである。ただし、 F は観測されていない。言い換えれば基準変数

を回帰モデル（線形モデル）で説明するような、少数の説明変数群を求める。このような説明変数は潜

在変数 latent variables と呼ばれている。

n× p のデータ行列を Y とし、その第 i 行を転置した p× 1 のベクトルを yi、その第 j 列を表す

n× 1 のベクトルを y(j) とする。n× p の残差行列 E も同様に定義し、ei をその第 i 行の転置、e(j)

をその第 j 列とする。また、n× 1 の全ての要素が 1 であるベクトルを 1、各基準変数の平均を表す

p× 1 のベクトルを µ、λ′
j , j = 1, 2, . . . , p をその行に持つ p× r の回帰係数行列を Λ とする。これら

を用いると、上記の回帰モデルは

Y = 1µ′ + FΛ′ +E (2.1)

と表現される。これは、その各列を見れば

y(j) = µj1+ Fλj + e(j) (2.2)

を、また、各行を見れば

yi = µ+Λf i + ei (2.3)
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を表している。また、誤差に関しては

E
(
e(j)

)
= 0, var

(
e(j)

)
= ψjI (2.4)

E(ei) = 0, var (ei) = Ψ (diagonal) (2.5)

を仮定する。

なお、F は潜在変数であるため、因子分析モデルにははパラメタの不定性が存在する。すなわち、あ

るパラメタのセット (F ,Λ,µ) が (2.1) 式 を満たす場合、以下のように定義される新しいパラメタの

セット (F ∗,Λ∗,µ∗) を用いても、因子分析モデルが成り立つことを示すことが出来る。ただし、T を

任意の r × r の正則な行列、c を p× 1 のベクトルとして、

F ∗ = (F − 1c′)T , Λ∗ = ΛT ′–1, µ∗ = Λc+ µ (2.6)

である。なぜなら、 (2.6) 式 より

F = F ∗T
–1

+ 1c′, Λ = Λ∗T ′, µ = µ∗ −Λ∗T ′c (2.7)

であるが、これを (2.1) 式 に代入すると

Y = 1
(
µ∗ −Λ∗T ′c

)′
+

(
F ∗T

–1
+ 1c′

) (
Λ∗T ′)′ + E (2.8)

= 1µ∗′
+ F ∗Λ∗′

+E (2.9)

となり、これもまた因子分析モデルとなっているからである。

したがって、因子分析モデルのパラメタを一意に定めるためには、上式に含まれる c と T で表現さ

れるモデルの不定性を解消しなければならないが、これは、パラメタに p + r2 の制約条件を課すこと

によって実現される。まず、F 行列の列平均が全て 0 であるという制約

1

n
1′
F = 0′ (2.10)

を置くことにより c に含まれる r 個の不定性を解消する。この制約により µ が Y 行列の列平均を表

すパラメタという意味を持つ。次に、

1

n
F ′F = I (2.11)

と置くことにより、T に含まれる不定性のうち r(r + 1)/2 個の部分を解消する。なぜなら、上式は対

称であるため、実質的に、r 個の対角要素が全て 1、かつ、r(r − 1)/2 個の非対角要素が 0 という制約

を掛けているからである。この制約は、因子スコア行列の各列の分散が 1、そして各列が直交している

ことを意味している。そして、最後に

Λ′Λ = Γ ただし Γ は正の対角要素を持つ対角行列 (2.12)

という制約、すなわち、 対称行列 Λ′Λ の非対角要素が全て 0 であるという制約を用いて、最後の

r(r − 1)/2 個の制約とする。

なお、モデルの制約としては (2.10) 式 と (2.11) 式 のみを考え、残った r(r − 1)/2 個の不定性を

因子の直交回転という形で解消する方法も存在する。より一般的には、Φ をその対角要素が全て 1 で

あるような既知の r 次元の対称行列として、 (2.12) 式 の代わりに

1

n
F ′F = Φ (2.13)

という r(r + 1)/2 個の制約を課したものを斜交回転と呼ぶ。
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2.1.1 最小２乗解

データとモデルの値の残差の２乗和

RSS =

N∑
i=1

p∑
j=1

(yij − ŷij)2 (2.14)

= tr
(
(Y − Ŷ )′(Y − Ŷ )

)
(2.15)

ただし、

ŷij = µj +

r∑
a=1

xiaβja or Ŷ = 1µ′ + FΛ′ (2.16)

を最小とするパラメタ（µ, Λ, F ) の値は、

∂ RSS
∂ µ

= 2((Y − FΛ′)′1+Nµ) = 0, (2.17)

∂ RSS
∂ Λ

= 2(ΛF ′F + µ1′
F − Y ′F ) = 0 (2.18)

∂ RSS
∂ F

= 2(−Y Λ+ 1µ′Λ+ FΛ′Λ) = 0 (2.19)

の解として与えられる。µ に関する偏微分から、 (2.10) 式 を考慮すると

µ =
1

n
Y ′1 (2.20)

を得る。すなわち µ はデータ行列の各列の平均値となる。この µ の推定値を (2.18) 式 と (2.19) 式

に代入しても良いが、ここでは、以下のようにして RSS を書き直してみる。

まず、以下のように中心化行列 J を定義する。

J = I − 1

n
11′

(2.21)

この J 行列は、対称であり、以下のような性質を持っている。

1′
J = 0′, J1 = 0, JJ = J (2.22)

したがって、制約条件 (2.10) 式 から

JF = F (2.23)

であることに注意すると、

RSS = tr
(
(Y − Ŷ )′(Y − Ŷ )

)
(2.24)

= tr
(
(Y − Ŷ )′(J + 1

n11
′
)(Y − Ŷ )

)
(2.25)

= tr
(
(Y − Ŷ )′J(Y − Ŷ )

)
+

1

n
tr
(
(Y − Ŷ )′11′

(Y − Ŷ )
)

(2.26)

= tr
(
(JY − JŶ )′(JY − JŶ )

)
+

1

n
tr
(
(Y ′1− Ŷ

′
1)(1′

Y − 1′
Ŷ )
)

(2.27)

となるが、

JŶ = J(1µ′ + FΛ′) = JFΛ′ = FΛ′ (2.28)

1′
Ŷ = 1′

(1µ′ + FΛ′) = nµ′ (2.29)
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であり、 (2.27) 式 の第 1 項には µ は含まれない。したがって、F や Λ の値にかかわらず、 (2.20)

式 で求められた µ の値を用いれば (2.27) 式 の第 2 項は常に 0 となり、

RSS = tr
(
(JY − FΛ′)′(JY − FΛ′)

)
(2.30)

を得る。

したがって、RSS の偏微分は

∂ RSS
∂ Λ

= 2(ΛF ′F − Y ′JF ) = O (2.31)

∂ RSS
∂ F

= 2(−JY Λ+ FΛ′Λ) = O (2.32)

と簡単に書くことが出来る。

2.1.1.1 数値的最適化法を用いる解法

あまり実用的とは言い難いが、上記の微分を用いれば (n+ p)r × 1 のベクトル

ξ =
(
vec (Λ)

′
, vec (F )

′)′
(2.33)

をパラメタとして Newton-Raphson 法や Gauss-Newton 法を用いて解を求めることが出来る。

Newton-Raphson 法の場合、必要となる１次微分は

∂ RSS
∂ ξ

=

(
vec
(
∂ RSS
∂ Λ

)′
, vec

(
∂ RSS
∂ F

)′)′

= 2
(
vec
(
ΛF ′F − Y ′JF

)
, vec

(
−JY Λ+ FΛ′Λ

))′
(2.34)

である。（２次微分は省略）

Gauss-Newton の場合、必要となる np× (n+ p)r のヤコビアン行列は

∂ vec
(
Ŷ
)

∂ ξ
=

∂ vec
(
Ŷ
)

∂ vec (Λ)
,
∂ vec

(
Ŷ
)

∂ vec (F )

 (2.35)

であるが、

∂ y(j)

∂ λj
= F (n× r) and

∂ yi
∂ f i

= Λ (p× r) (2.36)

であり、

∂ y(j)

∂ λk
= O, and

∂ yi
∂ fk

= O, j ̸= k, i ̸= k (2.37)

に注意すると

∂ vec
(
Ŷ
)

∂ vec
(
Λ′) = Diag (F ) and

∂ vec
(
Ŷ

′)
∂ vec

(
F ′) = Diag (Λ) (2.38)

となる。ただし、Diag (F ) は p 個の F を対角ブロックに持つ np× rp のブロック対角行列、Diag (Λ)

は n 個の Λ を対角ブロックに持つ np × nr のブロック対角行列である。また、
∂ vec

(
Ŷ
)

∂ vec (Λ)
は

∂ vec
(
Ŷ
)

∂ vec
(
Λ′) の列を並べ替えたもの、∂ vec

(
Ŷ
)

∂ vec (F )
は

∂ vec
(
Ŷ ′
)

∂ vec
(
F ′) の行と列を並べ替えたものとして得

られる。
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2.1.1.2 交互最小２乗法 ALS: Alternating Least Squares による解法

(2.31) 式 と (2.32) 式 をそれぞれ O と置いたものから条件付きの最小２乗解を求めると

Λ = Y ′JF (F ′F )
–1

(2.39)

F = JY Λ(Λ′Λ)
–1

(2.40)

となるが、ある初期値から初めて、これをを繰り返すと最小２乗解が得られる。

ただ、上記の繰り返しの結果得られる解は、解の制約条件 (2.11) 式- (2.12) 式 を満たしているとは

限らないので、以下の様に、繰り返しの最後に得られた解を調整する必要がある。なお、この調整は、

解を一意に定めるための調整であり、そのために RSS の値が変化することはない。なお、 (2.10) 式

は、 (2.40) 式 の形から、Y として中心化されたものを用いれば常に満たされる。

[制約条件について]

(2.11) 式 の形は、正則な行列 T を用いて

F ∗ = FT (2.41)

という形で F を基準化するとして

1

n
F ′

∗F ∗ = I (2.42)

となるように T を定めれば良い。また、この変換の後に、

Λ∗ = Λ(T
–1
)′ (2.43)

で Λ の値も調節する必要がある。この変換では Ŷ の値は

Ŷ = F ∗Λ
′
∗ = FTT

–1
Λ′ = FΛ′ (2.44)

となり不変であるため、RSS の値は変化しない。

また、 (2.12) 式 に関しては、直交行列 Q を用いて

Λ∗∗ = Λ∗Q (2.45)

という形で Λ∗ を基準化するとして

Λ′
∗∗Λ∗∗ = 対角 (2.46)

となるように Q を定めれば良い。また、この変換の後に、

F ∗∗ = F ∗Q (2.47)

で F ∗ の値も再度調節する必要があるが、Q が直交行列であるため、

1

n
F ′

∗∗F ∗∗ =
1

n
Q‘F ′

∗F ∗Q = Q′IQ = I (2.48)

となり、 (2.11) 式 を満たす。また、この変換では Ŷ の値は

Ŷ = F ∗∗Λ
′
∗∗ = F ∗QQ′Λ′

∗ = F ∗Λ
′
∗ = FΛ′ (2.49)

となり不変であるため、RSS の値は変化しない。
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なお、 T 行列は、 1
nF

′F のスペクトル分解を

1

n
F ′F = R∆R′, R′R = I and ∆ = 対角 (2.50)

とすれば、

T = R∆−
1
2 (2.51)

で与えられる。また、Q 行列は、 Λ′
∗Λ∗ のスペクトル分解を

Λ′
∗Λ∗ = Q∆∗Q′, Q′Q = I and ∆∗ = 対角 (2.52)

ととした時に、固有ベクトルからなる正規直交行列 Q となる。

2.1.1.3 解析解

(2.30) 式 を (2.11) 式 ならびに (2.12) 式 の制約の下で最小化することを考える。いま、 (2.11) 式

が成り立っているとして、 (2.39) 式 を書き直し、 (2.40) 式 を代入し、 (2.12) 式 を使うと

Λ = Y ′JF (F ′F )
–1

= Y ′JF (nI)
–1

(2.53)

=
1

n
Y ′JY Λ(Λ′Λ)

–1
(2.54)

= SΛΓ
–1

(2.55)

を得る。ただし、S は

S =
1

n
Y ′JY (2.56)

で定義される基準変数 Y の間の分散共分散行列である。

ここで、上式の両辺の右から Γ を掛け、左右を入れ替えると

SΛ = ΛΓ (2.57)

となるが、この式は Γ が S の固有値からなる対角行列、Λ が S の固有ベクトル行列の列を定数倍し

たもの、となっていることがわかる。したがって、S の r 個の固有値と固有ベクトルを

SP = PΓ, P ′P = I and Γ = 対角 (2.58)

とすれば、Λ は固有ベクトル行列 P を右から対角行列（それを ∆ と置く。）を

Λ = P∆ (2.59)

という形で掛けてスケーリングしたものとなる。

そして、 (2.12) 式 より

Λ′Λ = ∆P ′P∆ = ∆2 = Γ (2.60)

であるため、

∆ = Γ
1
2 (2.61)

すなわち

Λ = PΓ
1
2 (2.62)
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を得る。

また、このとき、 (2.40) 式 より

F = JY Λ(Λ′Λ)
–1

(2.63)

= JY ΛΓ−1 (2.64)

= JY PΓ−
1
2 (2.65)

であるため、 (2.11) 式 が成り立つことが以下のように示せる。

1

n
F ′F =

1

n
Γ−

1
2P ′Y ′JY PΓ−

1
2 (2.66)

= Γ−
1
2P ′ SP Γ−

1
2 (2.67)

= Γ−
1
2P ′ PΓ Γ−

1
2 (2.68)

= I (2.69)

当然であるが、交互最小自乗法を用いて得られる解を基準化したものと分散共分散行列のスペクトル

分解を用いて得られる解は符号を除いて同一である。

2.1.1.4 特異値分解との関係

Eckart-Young の定理によれば、

RSS = tr
[
(JY −B)

′
(JY −B)

]
(2.70)

を最小とする階数 r の行列 B は JY 行列の r 次元の truncated な SVD

JY ≈ UDV ′ (2.71)

としたときに B = UDV ′ で与えられる。（証明略）

したがって

F =
√
n U , and Λ =

1√
n
V D (2.72)

と置けば (2.10) 式、 (2.11) 式 ならびに (2.12) 式 を満たす因子分析モデルの解が得られる。

なお、前節との関係では、SVD の D 行列は Y ′JY 行列の最大 r 個の固有値の平方根からなるが、

S = 1
n Y ′JY の固有値 Γ は Y ′JY の固有値の 1

n 倍となるため、

Γ =
1

n
D2 (2.73)

であり、P = V であるため、

Λ = PΓ
1
2 =

1√
n
V D (2.74)

となる。

2.1.2 最尤解

(2.2) 式 を y(j) の F への回帰モデルとみれば、以下のような分布の仮定を置くことが出来る。

y(j) ∼ N(µj + Fλj , ψj) (2.75)
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p 個の y(j) が独立である場合、データ Y を得たときのパラメタ {F ,Λ,Ψ,µ} の尤度は

f(Y |F ,Λ,Ψ,µ) =

(
1√

(2π)p|Ψ|

)n

exp
(
− 1

2 tr
(
Ψ
–1
(Y − 1µ′ − FΛ′)′(Y − 1µ′ − FΛ′)

))
(2.76)

であるが、説明変数行列である F が未知であるため、少なくとも一つの ψj を 0 に近づけることによ

り、f の値を限りなく上昇させることが出来るため、最尤解は存在しない。しかし、C を所与の行列と

して、誤差分散が以下のような形

Ψ = ψC (2.77)

を仮定した場合には最尤解が存在する。

いま、µ を y で推定するとし、 (2.30) 式 を用いて尤度関数を書くと

L ∝

(
1√

(2π)p|Ψ|

)n

exp
(
− 1

2 tr
(
Ψ
–1
(JY − FΛ′)′(JY − FΛ′)

))
(2.78)

∝ (ψp)−
n
2 exp

(
− 1

2ψ
tr
(
C
–1
(JY − FΛ′)′(JY − FΛ′)

))
(2.79)

となるが、指数関数の中の tr () で表現されている部分を RSSC とすると

RSSC = tr
(
C
–1 (

JY − FΛ′)′ (JY − FΛ′)) (2.80)

= tr

(
C−

1
2
(
JY − FΛ′)′ (JY − FΛ′)C− 1

2

)
(2.81)

= tr

((
JY C−

1
2 − FΛ′C−

1
2

)′(
JY C−

1
2 − FΛ′C−

1
2

))
(2.82)

= tr

((
JY † − FΛ†′

)′ (
JY † − FΛ†′

))
(2.83)

となる。ただし、

Y † = Y C−
1
2 and Λ† = C−

1
2Λ (2.84)

である。したがって、 (2.79) 式 を最大とする母数 Λ† は、前節の議論から、C−
1
2 を用いてスケーリ

ングされた分散共分散行列の r 次元のスペクトル分解を

S† =
1

n
Y †′JY † = C−

1
2SC−

1
2 ≈ P †Γ†P †′ (2.85)

とすれば、

Λ† = C−
1
2Λ = P †Γ† 12 (2.86)

で与えられるため

Λ = C
1
2 P †Γ† 12 (2.87)

となる。また、 F の推定値は

F = JY †P †
(
Γ†
)− 1

2
(2.88)
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であり、ψ の推定値は

ψ =
1

np
RSSC =

1

p

(
tr
(
S†
)
− tr

(
Γ†
))

(2.89)

となる。なお、上式の導出に際しては、 (2.85) 式、 (2.87) 式 や (2.88) 式 から導かれる、

FΛ†′ = JY †P †P †′ , Λ†′Λ† = Γ†, F ′F = nI, P †′S†P † = Γ† (2.90)

の関係を用いた。すなわち

RSSC = tr
(
Y †′JY †

)
− 2tr

(
Y †′JFΛ†′

)
+ tr

(
Λ†F ′FΛ†′

)
(2.91)

= ntr
(
S†
)
− 2tr

(
Y †′JY †P †P †′

)
+ ntr

(
Γ†
)

(2.92)

= n
(
tr
(
S†
)
− 2tr

(
S†P † P †′

)
+ tr

(
Γ†
))

(2.93)

= n
(
tr
(
S†
)
− 2tr

(
P †′S†P †

)
+ tr

(
Γ†
))

(2.94)

= n
(
tr
(
S†
)
− tr

(
Γ†
))

(2.95)

である。

なお、

R = C
–1
Λ(Λ′C

–1
Λ)

–1
(2.96)

として

Y ′JF = Y ′J Y R = nSR (2.97)

F ′F = R′Y ′JY R = nR′SR (2.98)

であるから、尤度関数の中に現れる残差積和行列は

(JY − FΛ′)′(JY − FΛ′) = n
(
S − SRΛ′ −ΛR′S +ΛR′SRΛ′) (2.99)

と S 行列を用いて書くことが出来るため、−2
n 倍の対数尤度関数は

lnL = p log(2π) + log |ψC|+ tr
(
ψC

–1
(JY − FΛ′)′(JY − FΛ′)

)
(2.100)

= p log(2π) +

p∑
j=1

log(cjj) + p log(ψ) +
1

ψ
tr
(
C
–1 (

S − 2SRΛ′ +ΛR′SRΛ′)) (2.101)

となる。 なお、この形は、R の Λ への依存性を無視すれば、F を所与の場合の Λ と ψ の対数尤度関

数となっている。

2.2 ランダムモデル

上記のモデルでは、因子スコア行列 F はモデルの母数として取り扱われていた。したがって、個体

数を増せば増やすだけ、推定すべき母数の数が増えることになる。そこで、因子を確率変数と考え、モ

デルの母数から除外すれば、因子パタン Λ に関して効率の良い推定が行える。

なお、因子分析においては、ランダムモデルが普通であり、ノーテイションとしては、データ行列 Y

の任意の一行の転置を y と表し、その要素を yj , j = 1, 2, . . . , p と記す。また、r 次元の因子スコアに

f を、因子パタン（回帰係数、因子負荷）に Λ を用い、f は F 行列の任意の一行の転置に相当する。
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因子を与えたときの観測値の分布を以下の正規分布とする。

yj |f ∼ N(µj + λ′
jf , ψj), j = 1, 2, . . . , p (2.102)

また、これらをまとめて、

y|f ∼ N(µ+Λf ,Ψ) (2.103)

と記す。ただし、Λ は p × r の因子パタン行列であり、λ′
j , j = 1, 2, . . . , p をその各行に持つ。また、

通常は、Ψ は、条件付き独立（局所独立）を仮定して ψj を対角要素に持つ対角行列とする。これは

y = µ+Λf + e, and e ∼ N(0,Ψ) (2.104)

と同値である。

また、f の分布（事前分布、周辺分布）を以下の正規分布とする。

f ∼ N(µ0,Φ) (2.105)

すると、付録の公式から、y の周辺分布は、

y ∼ N(µ+Λµ0,ΛΦΛ′ +Ψ) (2.106)

という正規分布になる。ただし、ふつうは、原点と単位の不定性を除くため、

µ0 = 0, Φ = I (2.107)

とする場合が多いが、その時は、

y ∼ N(µ,ΛΛ′ +Ψ) (2.108)

である。

なお、 (2.103) 式 と (2.105) 式 に示す正規分布の仮定を、その平均と分散共分散行列のみの仮定

E(y|f) = µ+Λf and D(y|f) = Ψ (2.109)

E(f) = µ0 and D(f) = Φ (2.110)

に緩めた場合でも、次節に示す公式より、y の周辺分布の平均と分散共分散行列行列が

E(y) = µ+Λµ0 (2.111)

D(y) ≡ Σ = ΛΦΛ′ +Ψ (2.112)

という同じ構造を持つことが分かる。なお、 (2.112) 式 で示される y の分散共分散行列 Σ の構造を、

因子分析モデルの基本モデルと考えることもできる。

このようにして導かれた観測される変数 y の分散共分散行列の構造から、それを規定するパラメタ

Λ,Ψ を推定するには、たとえば、最尤法や最小２乗法を持ちいればよい。

しかし、母数モデルと同じく、ランダムモデルにおいても因子の不定性が存在する。すなわち、

(2.118) 式 に示す因子の平均と相関行列（分散共分散行列）を指定するだけでは、因子分析のランダ

ムモデルの母数 (µ,Λ,Ψ) は一意には定まらない。なぜなら、いま、因子 f に関して因子分析モデル

(2.109) 式- (2.112) 式 が成立しているとする。その時

g = T ′ (f − c), Λg = ΛT ′–1, µg = Λ c+ µ (2.113)

で定義される新しい因子 g と平均 µg 並びに因子パタン行列 Λg を用いれば、

y = µg +Λgg + e (2.114)
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となり、これもまた因子分析モデルとなっている。なぜなら、 (2.113) 式 より

f = T ′–1g + c, ,Λ = ΛgT
′, µ = µg −ΛgT

′c (2.115)

であるが、これを (2.104) 式 に代入すると

y = µg −ΛgT
′c + ΛgT

′
(
T ′–1g + c

)
+ e (2.116)

= µg +Λgg + e (2.117)

となるからである。また、

E(g) = T ′(µ0 − c) and D(g) = T ′ ΦT (2.118)

であるから

E(y) = E
(
µg +Λgg + e

)
(2.119)

= Λc+ µ + Λg T ′(µ0 − c) (2.120)

= Λc+ µ + ΛT ′–1 T ′(µ0 − c) (2.121)

= µ+Λµ0 (2.122)

D(y) = D
(
µg +Λgg + e

)
(2.123)

= D(Λgg) + D(e) (2.124)

= ΛgD(g)Λ′
g + Ψ (2.125)

= ΛT ′–1 T ′ΦT T
–1
Λ′ + Ψ (2.126)

= ΛΦTΛ′ +Ψ (2.127)

である。

***********************************************************

T の選択

**********************************************************

2.2.1 最小２乗解

最小２乗法の場合、S を観測された y の分散共分散行列とし、最小２乗基準を

RSS = tr ((S −Σ)′(S −Σ)) (2.128)

=

p∑
i=1

p∑
j=1

(sij − σij)2 (2.129)

と定めれば、そのパラメタに関する偏微分は

∂ RSS
∂ Λ

= 4(−SΛ+ΨΛ+ΛΛ′Λ) (2.130)

= −4(S −Σ)Λ (2.131)

∂ RSS
∂ Ψ

= −2diag
(
S −ΛΛ′ −Ψ

)
(2.132)

となる。

したがって、 (2.11) 式 に相当する制約条件

Λ′Λ = Γ （対角） (2.133)
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を用いれば、 (2.130) 式 を O と置いた方程式から

(S −Ψ)Λ = ΛΓ (2.134)

を得るが、これは Γ が S −Ψ 行列の固有値を対角行列に持つ行列であること、また Λ が、それぞれ

の長さの２乗が固有値の値に基準化された固有ベクトルを列に持つ行列であることを示している。すな

わち、S −Ψ の r 次元のスペクトル分解（固有値分解）を

S −Ψ ≈ PΓP ′ (2.135)

とすれば、

Λ = P Γ1/2 (2.136)

である。

(S −Ψ) は p × p の対称行列であるため、それは p 個の固有値と固有ベクトルを持つが、その中か

らどの固有ベクトルを選べば良いかは、RSS を固有値を用いて書き表せば解る。以下の記述では簡便性

を考慮して A = S −Ψ と置くが、Λ′AΛ = Γ2 であるため、

RSS = tr
[
(A−ΛΛ′)

′
(A−ΛΛ′)

]
= tr

(
A′A

)
− 2tr

(
A′ΛΛ′)+ tr

(
ΛΛ′ΛΛ′) (2.137)

= tr
(
A′A

)
− 2tr

(
Λ′A′Λ

)
+ tr

(
ΛΓΛ′) = tr

(
A′A

)
− 2tr

(
Γ2
)
+ tr

(
Γ2
)

(2.138)

= tr
(
A′A

)
− 2tr

(
Γ2
)

(2.139)

となり、Ψ が所与の場合にこれを最小とするためには、 tr
(
Γ2
)
を最大とすれば良く、そのためには固

有値の大きい方から r 個を Γ として用いれば良く、固有ベクトルもこれらの固有値に対応するものを

選べば良いことが解る。

なお、Ψ の推定値が何らかの形で与えられている場合、それを用いて上記の解を求める方法を主因子

解と呼ぶが、 (2.132) 式 を O と置くことにより、Λ が所与の場合の Ψ の最小２乗解は

Ψ = diag
(
S −ΛΛ′) (2.140)

となる。そして、この式を用いて Ψ の推定値をアップデートしながら (S −Ψ) 行列の固有値固有ベ

クトルを求めていく交互最小２乗法を用いる方法を、繰り返しのある主因子法（minres 法もしくは

refactoring 法（反復解法））と呼ぶ。

因子分析のランダムモデルの解を最小２乗法を用いて推定する方法は、上記の方法以外に Joereskog

(1977) が示した RSS を Ψ のみの関数として取り扱う方法があるが、その詳細は第 2.2.3 節に示した

Joereskog の最尤解の解説を参照されたい。

なお、因子間相関がある場合、最小２乗基準は (2.112) 式 と (2.128) 式 により

RSS = tr
(
(S −ΛΦΛ′ −Ψ)′(S −ΛΦΛ′ −Ψ)

)
(2.141)

となるが、そのパラメタに関する偏微分は

∂ RSS
∂ Λ

= 4(−SΛΦ+ΨΛΦ+ΛΦΛ′ΛΦ) (2.142)

= 4(−S +Ψ+ΛΦΛ′)ΛΦ (2.143)

= −4(S −Σ)ΛΦ (2.144)

となる。したがって、正規方程式は、 (2.143) 式 より、

(S −Ψ)ΛΦ = ΛΦΛ′ΛΦ (2.145)
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となるが、、Φ は正則であるため、上式は、その両辺の右から Φ−
1
2 掛けたもの、

(S −Ψ)ΛΦ
1
2 = ΛΦ

1
2Φ

1
2Λ′ΛΦ

1
2 (2.146)

と同値である。そして、

Λ∗ = ΛΦ
1
2 and Γ∗ = Λ∗′

Λ∗ =（対角） (2.147)

を用いると、最終的に、正規方程式は

(S −Ψ)Λ∗ = Λ∗Λ∗′
Λ∗ = Λ∗Γ∗ (2.148)

と書くことが出来る。したがって、これを (2.134) 式 と比べることにより、Φ を指定したモデルの最

小２乗解は、 (2.136) 式 で得られる Λ 行列を Λ∗ とすれば、それを

Λ = Λ∗Φ−
1
2 (2.149)

とスケーリングしたものとなる。また、Ψ の最小２乗解は

Ψ = diag
(
S −ΛΦΛ′) (2.150)

で与えられる。

なお、Λ や Φ の要素に制約が無い場合、上記の Φ を指定した最小２乗解は通常の（ Φ = I を指定

した）直交解をその因子間相関が Φ となるように回転して得られる解と等しくなり、最小２乗基準の

値も変わらない。しかし、Λ や Φ の要素に制約がある場合には、どのような Φ を用いるかにより、そ

の解は異なってくる可能性がある。この問題は、一般的には、次節で述べる確認的因子分析の問題であ

るが、例えば、Ψ 行列を既知として Λ 行列のみを推定する場合、どのような Φ を用いるかにより、得

られる Λ 行列の値は異なると考えられる。

2.2.1.1 Σ のヤコビアン行列

あまり実用的ではないが、交互最小２乗法を用いずに、Λ と Ψ をベクトルの形に引き延ばしてまと

めたものをパラメタとして Gauss-Newton 法を用いることも可能である。いま、pr + r × 1 のベクト

ルを

ξ =
(
vec (Λ)

′
, vec (diag (Ψ))

′)′
(2.151)

とすれば、ヤコビアン行列は

∂ vec (Σ)
∂ ξ

=

(
∂ vec (Σ)
∂ vec (Λ)

,
∂ vec (Σ)

∂ vec (diag (Ψ))

)
(2.152)

である。

(2.112) 式 より

σii = λ′
iΦλi + ψi (2.153)

σij = λ′
iΦλj , i ̸= j (2.154)

であるから、クロネッカーの δ を用いると

∂ σii
∂ λk

= δ(i, k) 2 Φλi (2.155)

∂ σij
∂ λk

= δ(i, k) Φλi + δ(j, k) Φλj , i ̸= j (2.156)
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また

∂ σii
∂ ψk

= δ(i, k) (2.157)

∂ σij
∂ ψk

= 0, i ̸= j (2.158)

である。

したがって、Σ の Λ′ に関するヤコビアン行列は以下のようになる。

∂ vec (Σ)
∂ vec

(
Λ′) =

∂ σ11
∂ λ′

1

∂ σ11
∂ λ′

2

∂ σ11
∂ λ′

3

∂ σ11
∂ λ′

4

. . . ∂ σ11
∂ λ′

p
∂ σ21
∂ λ′

1

∂ σ21
∂ λ′

2

∂ σ21
∂ λ′

3

∂ σ21
∂ λ′

4

. . . ∂ σ21
∂ λ′

p
∂ σ31
∂ λ′

1

∂ σ31
∂ λ′

2

∂ σ31
∂ λ′

3

∂ σ31
∂ λ′

4

. . . ∂ σ31
∂ λ′

p
...

...
...

∂ σp1
∂ λ′

1

∂ σp1
∂ λ′

2

∂ σp1
∂ λ′

3

∂ σp1
∂ λ′

4

. . .
∂ σp1
∂ λ′

p

∂ σ12
∂ λ′

1

∂ σ12
∂ λ′

2

∂ σ12
∂ λ′

3

∂ σ12
∂ λ′

4

. . . ∂ σ12
∂ λ′

p
∂ σ22
∂ λ′

1

∂ σ22
∂ λ′

2

∂ σ22
∂ λ′

3

∂ σ22
∂ λ′

4

. . . ∂ σ22
∂ λ′

p
∂ σ32
∂ λ′

1

∂ σ32
∂ λ′

2

∂ σ32
∂ λ′

3

∂ σ32
∂ λ′

4

. . . ∂ σ32
∂ λ′

p
...

...
...

∂ σp2
∂ λ′

1

∂ σp2
∂ λ′

2

∂ σp2
∂ λ′

3

∂ σp2
∂ λ′

4

. . .
∂ σp2
∂ λ′

p

∂ σ13
∂ λ′

1

∂ σ13
∂ λ′

2

∂ σ13
∂ λ′

3

∂ σ13
∂ λ′

4

. . . ∂ σ13
∂ λ′

p

...
...

...

∂ σpp
∂ λ′

1

∂ σpp
∂ λ′

2

∂ σpp
∂ λ′

3

∂ σpp
∂ λ′

4

. . .
∂ σpp
∂ λ′

p



=



2 Φλ1 0 0 0 . . . 0
Φλ2 Φλ1 0 0 . . . 0
Φλ3 0 Φλ1 0 . . . 0

...
...

...
Φλp 0 0 0 . . . Φλ1

Φλ2 Φλ1 0 0 . . . 0
0 2 Φλ2 0 0 . . . 0
0 Φλ3 Φλ2 0 . . . 0

...
...

...
0 Φλp 0 0 . . . Φλ2

Φλ3 0 Φλ1 0 . . . 0

...
...

...
0 0 0 0 . . . 2 Φλp



(2.159)

したがって、
∂ vec (Σ)
∂ vec (Λ)

は並べ替え行列 commutation matrix を Kp,r とすれば、

∂ vec (Σ)
∂ vec (Λ)

Kp,r (2.160)

となる。また、

∂ vec (Σ)
∂ vec (Ψ)

= Ip ⊗
(

1
1p−1

)
(2.161)

である。

2.2.1.2 下三角行列から計算された RSS の場合

最後に、様々な解を用いて残差の２乗和のパラメタに関する偏微分、すなわち gradient を計算する

必要がある場合、もしも RSS が S 等の対称性を考慮して残差行列の対角要素を含む下半分もしくは上
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半分の和として定義されている場合には、

∂ RSS
∂ Λ

= −2 (diag (S −Σ) + S −Σ)Λ (2.162)

となる。なぜなら、 (2.128) 式 は

RSS =

p∑
i=1

(sii − σii)2 + 2

p∑
i>j

(sij − σij)2 (2.163)

と分解されるが、残差行列の下半分の和は

RSS1 =

p∑
i=1

(sii − σii)2 +
p∑

i>j

(sij − σij)2 =

p∑
i=1

(sii − σii)2 +
1

2
(RSS−

p∑
i=1

(sii − σii)2)(2.164)

=
1

2
(

p∑
i=1

(sii − σii)2 +RSS) (2.165)

であり、

∂

p∑
i=1

(sii − σii)2

∂ Λ
= −4 diag (S −Σ)Λ (2.166)

となるからである。なお、 (2.132) 式 はこの場合でも変わらない。

2.2.2 最尤解

最尤法の場合は、yi, i = 1, 2, . . . , n, が (2.106) 式 に示す多変量正規分布をすることを仮定して、

その同時分布が、µ0 = 0 を仮定すると

f(Y |Λ,Ψ,µ) =
n∏

i=1

1√
(2π)p|Σ|

exp
(
− 1

2 (yi − µ)′Σ
–1
(yi − µ)

)
(2.167)

=

(
1√

(2π)p|Σ|

)n

exp
(
− 1

2 tr
(
Σ
–1∑n

i=1(yi − µ)(yi − µ)′
))

(2.168)

=

(
1√

(2π)p|Σ|

)n

exp
(
− 1

2 tr
(
Σ
–1
(Y − 1µ′)′(Y − 1µ′)

))
(2.169)

である。ただし、Y は yi の転置を各行に持つ n× p の行列である。また、 (2.21) 式 式の中心化行列

を用いると

(Y − 1µ′)′(Y − 1µ′) = (Y − 1µ′)′
(
1

n
11′

+ J

)
(Y − 1µ′) (2.170)

= (Y − 1µ′)′
(
1

n
11′

)
(Y − 1µ′) + (Y − 1µ′)′J(Y − 1µ′) (2.171)

= n(y − µ)(y − µ)′ + nS (2.172)

を得るが、 S は (2.56) 式 で定義されたデータから計算された分散共分散行列である。また、 (2.22)

式 に示した J の性質と (
1

n
11′

)
×
(
1

n
11′

)
=

(
1

n
11′

)
(2.173)

を用いた。
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したがって、対数尤度関数は

log f(Y |Λ,Ψ,µ) = − 1
2n log(2π)

p− 1
2n log |Σ|−

1
2ntr

(
Σ
–1
S
)
− 1

2ntr
(
Σ
–1
(y − µ)(y − µ)′

)
(2.174)

となるが、µ を y で推定するとすれば、 Σ を含まない部分を c とすれば

lnL = −n
2

(
log |Σ|+ tr

(
Σ
–1
S
))

+ c (2.175)

となる。したがって、最尤解は、 (2.175) 式 を最大とするパラメタ Λ と Ψ の値となる。

ただし、歴史的経緯から、上記の対数尤度ではなく、以下に示す対数尤度比 F を最小化することを

行う場合が多い。すなわち、Σ に如何なる構造も考えない場合の最尤解は

Σ = S (2.176)

であるが、その場合の最大化された対数尤度は

lnL1 = −n
2

(
log |S|+ tr

(
S
–1
S
))

+ c = −n
2

(log |S|+ p) + c (2.177)

となるため、対数尤度比を − 2
n したものは、定数部分を除いて

− 2

n
log

L

L1
≡ F = − 2

n
(lnL− lnL1) = log |Σ|+ tr

(
Σ
–1
S
)
− log |S| − p (2.178)

= tr
(
Σ
–1
S
)
− log

∣∣∣Σ–1
S
∣∣∣− p (2.179)

と書き表される。因子分析のランダムモデルでは、この関数を最小とするような母数を求めることに

なる。

なお、 (2.175) 式 をの尤度関数は標本分散共分散行列が Wishart 分布をすることからも導くことが

出来る。

2.2.2.1 Lawley の方法

(2.179) 式 の偏微分、すなわち、 − 2
n 倍の対数尤度比 (2.178) 式 の偏微分は

∂ F
∂ Λ

= 2 Σ
–1
ΛΦ− 2 Σ

–1
SΣ

–1
ΛΦ (2.180)

= 2 Σ
–1
(Σ− S)Σ

–1
ΛΦ (2.181)

∂ F
∂ Ψ

= diag
(
Σ
–1−Σ

–1
SΣ

–1)
(2.182)

= diag
(
Σ
–1

(Σ− S)Σ
–1)

(2.183)

となるが、Σ と Φ は正則と仮定されるので、 (2.181) 式 を O と置いた方程式は、その両辺の左から

Σ、右から Φ
–1
を掛けることにより

Λ = SΣ
–1
Λ (2.184)

となる。ここで、逆行列の公式

(A+BCD)
–1

= A
–1−A

–1
B(C

–1
+DA

–1
B)

–1
DA

–1
(2.185)

を使うと

Σ
–1

= Ψ
–1−Ψ

–1
Λ(Φ

–1
+Λ′Ψ

–1
Λ)

–1
Λ′Ψ

–1
(2.186)
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を得るが、その両辺の右から Λ を掛けることにより得られる

Σ
–1
Λ = Ψ

–1
Λ(Φ

–1
+Λ′Ψ

–1
Λ)

–1
Φ
–1

(2.187)

を (2.184) 式 に代入すると

Λ = SΨ
–1
Λ(Φ

–1
+Λ′Ψ

–1
Λ)

–1
Φ
–1

(2.188)

を得るが、以下、表記の煩雑さを避けるための、

D = Λ′Ψ
–1
Λ (2.189)

と置くと

Λ = SΨ
–1
Λ(Φ

–1
+D)

–1
Φ
–1

(2.190)

である。（逆行列の公式の導出は節末の中を参照のこと。）

これを以下の様に変形する。まず、右辺右端の Φ をその平方根 Φ
1
2 の積で書き、上式の両辺の右側

から Φ
1
2 を掛けると

ΛΦ
1
2 = SΨ

–1
Λ(Φ

–1
+D)

–1
Φ−

1
2 (2.191)

を得るが、右辺中央に現れる Λ に Φ
1
2 を掛けた形を作るためにさらに以下の様に変形する。

ΛΦ
1
2 = SΨ

–1
Λ(Φ

–1
+D)

–1
Φ−

1
2 (2.192)

= SΨ
–1
Λ(Φ

1
2 (Φ

–1
+D))

–1
(2.193)

= SΨ
–1
Λ(Φ−

1
2 +Φ

1
2D)

–1
(2.194)

= SΨ
–1
ΛΦ

1
2Φ−

1
2 (Φ−

1
2 +Φ

1
2D)

–1
(2.195)

= SΨ
–1
ΛΦ

1
2 ((Φ−

1
2 +Φ

1
2D)Φ

1
2 )
–1

(2.196)

= SΨ
–1
ΛΦ

1
2 (I +Φ

1
2DΦ

1
2 )
–1

(2.197)

= SΨ
–1
ΛΦ

1
2 (I +∆)

–1
(2.198)

ただし、

∆ = Φ
1
2DΦ

1
2 = Φ

1
2Λ′Ψ

–1
ΛΦ

1
2 (2.199)

と置いた。また、 (2.198) 式 の両辺の左から Ψ−
1
2 を、右から I +∆ を掛けると

Ψ−
1
2ΛΦ

1
2 (I +∆) = Ψ−

1
2SΨ

–1
ΛΦ

1
2 (2.200)

= Ψ−
1
2S Ψ−

1
2Ψ−

1
2 ΛΦ

1
2 (2.201)

= S∗ Ψ−
1
2ΛΦ

1
2 (2.202)

を得る。ただし、

S∗ = Ψ−
1
2SΨ−

1
2 (2.203)

と置いている。
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そして、∆ が対角行列であると仮定すると、（このことは、因子の軸をある方向に向けることに等し

く、尤度関数の値に影響を与えるものではない）上式の左右を入れ替えた式

S∗
(
Ψ−

1
2ΛΦ

1
2

)
=

(
Ψ−

1
2ΛΦ

1
2

)
(I +∆) (2.204)

はΨ−
1
2ΛΦ

1
2 が S∗ 行列の固有ベクトルからなる行列、I +∆ がその固有値を対角に持つ対角行列で

あることを示している。したがって、 Ψ が所与の場合、S∗ の r 次元のスペクトル分解を

S∗ ≈ ΩrΘrΩ
′
r, Ω′

rΩr = Ir (2.205)

とすれば、Λ は Ωr の列を対角行列 Q を用いて定数倍したものを用いて

Λ = Ψ1/2 Ωr Q Φ−
1
2 (2.206)

となる。ただし、この Q は (2.199) 式 を満たさなければならないため

∆ = Φ
1
2Λ′Ψ

–1
ΛΦ

1
2 = Φ

1
2Φ−

1
2QΩ′

rΨ
1/2Ψ

–1
Ψ1/2ΩrQΦ−

1
2Φ

1
2 = Q2 (2.207)

となるが、これより

Ir +∆ = Ir +Q2 = Θr (2.208)

となり、

Q = (Θr − Ir)
− 1

2 (2.209)

を得る。すなわち

Λ = Ψ1/2Ωr(Θr − Ir)
1/2Φ−

1
2 (2.210)

である。

これまでの議論で、Λ は S∗ の r 個の固有ベクトルを定数倍したものを用いて算出されることがわ

かったが、 p 個ある固有ベクトルのうちどの固有値に対応するものを選べば良いかは不明である。それ

を知るためには対数尤度比に相当する (2.178) 式 に出てくる tr
(
Σ
–1
S
)
や
∣∣∣Σ–1

S
∣∣∣ を固有値や固有

ベクトルの関数として表現する必要があるが、そのためには以下の面倒な議論が必要となる。

いま、これらは、

tr
(
Σ
–1
S
)
= tr

(
Ψ

1
2 Σ

–1
Ψ

1
2Ψ−

1
2 S Ψ−

1
2

)
= tr

(
Ψ

1
2 Σ

–1
Ψ

1
2 S∗

)
(2.211)∣∣∣Σ–1

S
∣∣∣ = ∣∣∣∣Ψ 1

2 Σ
–1

Ψ
1
2Ψ−

1
2 S Ψ−

1
2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣Ψ 1
2 Σ

–1
Ψ

1
2 S∗

∣∣∣∣ (2.212)

と書くことが出来るため、Ψ
1
2Σ

–1
Ψ

1
2S∗ を S∗ の固有値と固有ベクトルで表すことにする。

S∗ のスペクトル分解を

S∗ = ΩΘΩ′, Ω′Ω = ΩΩ′ = Ip (2.213)

とし、固有値と固有ベクトルを以下の様に二つのサブセットに分割する。

Θ = Diag (Θ1,Θ2) and Ω = [Ω1,Ω2] (2.214)
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ただし、Θ1,Θ2 はそれぞれ r 次ならびに p − r 次の対角行列、Ω1,Ω2 はそれぞれ p × r ならびに
p× (p− r) の行列であり、サブセットの選び方にかかわらず

Ω′
1Ω1 = Ir, Ω′

1Ω2 = O, Ω′
2Ω2 = Ip−r (2.215)

ΩΩ′ = Ω1Ω
′
1 +Ω2Ω

′
2 = Ip (2.216)

を満たす。また、 (2.208) 式 は r = p の場合にも成り立つので、全ての固有値は 1 より小さくなるこ

とはないことがわかる。

今ここで Λ を (Θ1,Ω1) を用いて算出したとすると、すなわち、 (2.205) 式 に現れる (Θr,Ωr) を

(Θ1,Ω1) とすると、

Ψ−
1
2ΣΨ−

1
2 = Ψ−

1
2
(
ΛΦΛ′ +Ψ

)
Ψ−

1
2 (2.217)

= Ψ−
1
2

(
Ψ1/2Ω1(Θ1 − Ir)

1/2Φ−
1
2ΦΦ−

1
2 (Θ1 − Ir)

1/2Ω′
1Ψ

1/2 +Ψ

)
Ψ−

1
2(2.218)

= Ω1(Θ1 − Ir)Ω
′
1 + Ip = Ω1Θ1Ω

′
1 −Ω1Ω

′
1 + Ip (2.219)

= Ω1Θ1Ω
′
1 − (Ip −Ω2Ω2) + Ip = Ω1Θ1Ω

′
1 +Ω2Ω

′
2 (2.220)

= [Ω1,Ω2]

[
Θ1 O
O In−r

]
[Ω1,Ω2]

′
(2.221)

を得るが、Ω は直交行列であり Θ1 は対角行列であるため、

Ψ
1
2Σ

–1
Ψ

1
2 =

(
Ψ−

1
2ΣΨ−

1
2

)
–1

= [Ω1,Ω2]

[
Θ1

–1
O

O In−r

]
[Ω1,Ω2]

′
(2.222)

= Ω1Θ1
–1
Ω′

1 +Ω2Ω
′
2 (2.223)

である。

この表現と、S∗ のスペクトル分解が

S∗ = ΩΘΩ′ = Ω1Θ1Ω
′
1 +Ω2Θ2Ω

′
2 (2.224)

と書けることから、先に示した行列は

Ψ
1
2Σ

–1
Ψ

1
2S∗ =

(
Ω1Θ1

–1
Ω′

1 +Ω2Ω
′
2

) (
Ω1Θ1Ω

′
1 +Ω2Θ2Ω

′
2

)
(2.225)

= Ω1Ω
′
1 +Ω2Θ2Ω

′
2 (2.226)

となるため、結局

tr
(
Σ
–1
S
)
= r + tr (Θ2), and

∣∣∣Σ–1
S
∣∣∣ =

p∏
a

θ2a (2.227)

となり、 (2.179) 式 の最小化すべき基準は S∗ の固有値を使って

F = r +
∑
a

θ2a −
∑
a

log θ2a (2.228)

と書くことが出来る。また、この関数は全ての θ2a に関して区間 1 ≤ θ2a において単調増加であるた

め、この最小値を与える Θ2 としては、S∗ の最も小さい固有値を下から n− r 個選べば良いことにな
る。したがって、 (2.210) 式 の (Θr,Ωr) としては、S

∗ の大きい方から r 個選んだ固有値とそれらに

対応する固有ベクトルを用いれば良いことになる。

次に、Ψ に関してであるが、 (2.181) 式 が O の場合、すなわち Λ が (2.210) 式 で与えられてい

る場合について考える。
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初めに、 (2.187) 式 を (2.181) 式 に代入して O と置くと

Σ
–1
(Σ− S)Σ

–1
ΛΦ = Σ

–1
(Σ− S)Ψ

–1
Λ(Φ

–1
+Λ′Ψ

–1
Λ)

–1
= O (2.229)

を得るが、Σ と Φ
–1

+Λ′Ψ
–1
Λ の正則性により

(Σ− S)Ψ
–1
Λ = O (2.230)

であることを準備しておく。

次に、 (2.183) 式 の diag () の中の式の右側の Σ
–1
に (2.186) 式 を代入し、上式の関係を用いると

Σ
–1
(Σ− S)Σ

–1
= Σ

–1
(Σ− S)

(
Ψ
–1−Ψ

–1
Λ(Φ

–1
+Λ′Ψ

–1
Λ)

–1
Λ′Ψ

–1)
(2.231)

= Σ
–1
(Σ− S)Ψ

–1−Σ
–1
(Σ− S)Ψ

–1
Λ(Φ

–1
+Λ′Ψ

–1
Λ)

–1
Λ′Ψ

–1
(2.232)

= Σ
–1
(Σ− S)Ψ

–1
(2.233)

となるが、この Σ
–1
にも、対称性を考慮して同様の操作を行うと、最終的に

Σ
–1
(Σ− S)Σ

–1
= Ψ

–1
(Σ− S)Ψ

–1
(2.234)

の関係を得る。したがって、Ψ が対角行列であることから、 (2.183) 式 を O と置いた方程式は、

diag (Σ− S) = diag
(
ΛΦΛ′ +Ψ− S

)
= O (2.235)

となり、

Ψ = diag
(
S −ΛΦΛ′) (2.236)

となる。ただし、この関係は (2.184) 式 が成り立っている場合に限りことに注意が必要である。

従って，最尤解は，Ψの初期値を与えられたときに，(2.203)式を計算し，その固有値と固有ベクトル

を用いて (2.210) 式 により Λ を更新し，その値を用いて (2.236) 式 により Ψ の値を更新する，とう

いう繰り返し計算を行うことにより求めることが出来る。この繰り返しアルゴリズムは Laykey(1940)

により提案された。 （Lawkey & Maxwell, 1971 も参照）

2.2.3 Joereskog の方法

(2.210) 式 で与えられる Λ は、Ψ を与えたときの条件付きの最尤解を与えるものであった。すなわ

ち、式中の Ω や Θ は Ψ に依存する量であった。同様に、 (2.136) 式 や (2.149) 式 で与えられる最

小２乗解も P や Γ を通して Ψ に依存している。すなわち、 Ψ が与えられれば、S と Ψ の値を用い

て定義される行列の固有値と固有ベクトルを計算することにより、Λ が決まる。いま、この依存性を明

らかにするために、ぞれぞれを

最尤解： Λ(Ψ) = Ψ
1
2Ω(Ψ)(Θ(Ψ)− I)1/2Φ−

1
2 (2.237)

最小２乗解： Λ(Ψ) = P (Ψ)Γ(Ψ)
1
2 (2.238)

(2.239)

と書き、この表現を用いた Σ を

Σ(Ψ) = Λ(Ψ)ΦΛ(Ψ)′ +Ψ

とすれば (2.128) 式 や (2.179) 式 は

F = tr
(
Σ(Ψ)

–1
S
)
− log

∣∣∣Σ(Ψ)
–1
S
∣∣∣ and RSS = tr

[
(S −Σ(Ψ))

′
(S −Σ(Ψ))

]
(2.240)
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と書けるため、これを Ψ の対角要素のみの関数と見なして Newton-Raphson 法等で最小値を求める

ことが出来る。その際、数値微分を用いるのであればこの表現で十分であるが、 (2.228) 式 や (2.139)

式 を用いれば F の Ψ に関する１次微分 (gradient) や２次微分 (Hessian) を解析的に求めることも可

能である。ここでは説明を省略し 柳井他 (1990) が示した結果（3.8 式 と 3.40 式）のみを示す。

∂ F
∂ ψj

=
1

ψj

p∑
k=r+1

ω2
jk(1− θk), j = 1, 2, . . . , p (2.241)

∂ RSS
∂ ψj

= −2
p∑

k=r+1

p2jkγk, j = 1, 2, . . . , p (2.242)

2.2.3.1 EM アルゴリズムによる解法

最尤解を求めるために EM アルゴリズムを利用することができる。（Dempster, Laird, & Rubin,

1977 を参照。）EM アルゴリズムでは、f i, i = 1, 2, . . . , n, を欠測データを見なし、それと、実際に観

測されるデータ yi, i = 1, 2, . . . , n, を合わせたもの (yi, f i), i = 1, 2, . . . , n, を完全データと呼ぶ。

EM アルゴリズムでは、E ステップで欠測データの観測されるデータを与えたときの条件付きの分布を

導出し、それに関する完全データを与えたときの母数の対数尤度の期待値を計算する。次に、M ステッ

プで、期待対数完全データ尤度を最大とするような母数を求める、という操作を繰り返すことにより、

(2.175) 式 を最大化する、すなわち、 (2.179) 式 を最小化する母数を推定する。

完全データを与えたときのパラメタの尤度、すなわち完全データ尤度は、 (2.103) 式 と (2.105) 式

から

L(Λ,Ψ) ∝
n∏

i=1

g(yi|f i)h(f i) (2.243)

∝
n∏

i=1

1√
(2π)p|Ψ|

exp
(
− 1

2 (yi − µ−Λf i)
′Ψ

–1
(yi − µ−Λf i)

)
×

1√
(2π)r|Φ|

exp
(
− 1

2 (f i − µ0)
′Φ

–1
(f i − µ0)

)
(2.244)

となるが、その対数、すなわち、対数完全データ尤度は

lnL(Λ,Ψ) = −1

2

(
n log |Ψ|+

n∑
i=1

(yi − µ−Λf i)
′Ψ

–1
(yi − µ−Λf i)

)
+ C (2.245)

となる。ただし C は母数を含まない定数である。

また、 (2.244) 式 より、yi を与えたときの f i の条件付き分布は、f と y の同時分布を(
f i

yi

)
∼ N

((
0
µ

)
,

[
Φ ΦΛ′

ΛΦ Σ

])
(2.246)

とすれば、

f i|yi ∼ N (f∗
i ,V

∗) (2.247)

ただし、

V ∗ = Φ−ΦΛ′Σ
–1
ΛΦ (2.248)

f∗
i = ΦΛ′Σ

–1
yi (2.249)
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であるが、逆行列の公式

D(A+BCD)
–1
B = C

–1−C
–1
(DA

–1
B +C

–1
)
–1
C
–1

(2.250)

を用いると

Λ′Σ
–1
Λ = Φ

–1−Φ
–1
(Λ′Ψ

–1
Λ+Φ

–1
)
–1
Φ
–1

(2.251)

であるから

V ∗ = Φ−Φ
(
Λ′Σ

–1
Λ
)
Φ (2.252)

= Φ−Φ
(
Φ
–1−Φ

–1
(Λ′Ψ

–1
Λ+Φ

–1
)
–1
Φ
–1)

Φ (2.253)

= (Λ′Ψ
–1
Λ+Φ

–1
)
–1

(2.254)

となる。したがって、

f∗
i = V ∗Λ′Ψ

–1
yi (2.255)

であるが、これをまとめて n× r の行列 F ∗ を

F ∗ = Y Ψ
–1
ΛV ∗ (2.256)

と書く。

次に、２次形式の期待値の公式

E((x− a)′B(x− a)) = (E(x)− a)
′
B (E(x)− a) + tr (BD(x)) (2.257)

を用いると、対数完全データ尤度の期待値で母数を含む部分は

ElnL(Λ,Ψ) = −1

2

(
n log |Ψ|+

n∑
i=1

(
(yi − µ−Λf∗

i )
′Ψ

–1
(yi − µ−Λf∗

i ) + tr
(
Ψ
–1
ΛV ∗Λ′

)))
(2.258)

= −1

2

(
n log |Ψ|+ tr

(
Ψ
–1
(Y − 1µ′ − F ∗Λ′)′(Y − 1µ′ − F ∗Λ′)

)
+ ntr

(
Ψ
–1
ΛV ∗Λ′

))
(2.259)

となるが、 (2.172) 式 と同様の操作で上式の最初のトレースの中に現れる２次形式の部分は

(Y − 1µ′ − F ∗Λ′)′(Y − 1µ′ − F ∗Λ′) = (2.260)

n (
1

n

(
Y − F ∗Λ′)′ 1− µ)′(

1

n

(
Y − F ∗Λ′)′ 1− µ) + (Y − F ∗Λ′)′J(Y − F ∗Λ′)

(2.261)

と書けるため µ を

µ =
1

n

(
Y − F ∗Λ′)′ 1 (2.262)

として推定することにすれば、期待対数完全データ尤度は

ElnL(Λ,Ψ) = −1

2

(
n log |Ψ|+ tr

(
Ψ
–1
(Y − F ∗Λ′)′J(Y − F ∗Λ′)

)
+ ntr

(
Ψ
–1
ΛV ∗Λ′

))
(2.263)
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と書ける。したがって、M ステップは、上記の (2.263) 式 を最大化する母数 Λ と Ψ を求めることに

なるが、その際、欠測データの条件付き分布のパラメタ F ∗ と V ∗ は定数として取り扱う。なお、この

最大化されるべき関数の単純性が EM アルゴリズムの特徴である。

(2.263) 式 を Λ で偏微分すると、

∂ − 2ElnL(Λ,Ψ)
∂ Λ

= Ψ
–1(−2Y ′JF ∗ + 2Λ(F ∗′

JF ∗ + nV ∗)
)

(2.264)

であるため、これを O と置くことにより

Λ = Y ′JF ∗(F ∗′
JF ∗ + nV ∗)

–1
(2.265)

を得る。また、Ψ に関しては、 (2.263) 式 の形から、 log |Ψ| を − log
∣∣∣Ψ–1

∣∣∣ と書き換え、Ψ
–1
で偏

微分してゼロと置くことにより

Ψ =
1

n
diag

(
(Y − F ∗Λ′)′J(Y − F ∗Λ′) + nΛV ∗Λ′) (2.266)

が最小値を与えることがわかる。

なお、上記の解は、n× r の行列 F ∗ を含んでいるが、以下の様に変形することにより S を用いた表

現を得ることが可能である。なぜなら、

F ∗′
JF ∗ = nV ∗Λ′

0Ψ0
–1
SΨ0

–1
Λ0V

∗ (2.267)

Y ′JF ∗ = nSΨ0
–1
Λ0V

∗ (2.268)

であるため、これらを (2.265) 式 と (2.266) 式 に代入すると

Λ = SΨ0
–1
Λ0V

∗(V ∗Λ′
0Ψ0

–1
SΨ0

–1
Λ0V

∗ + V ∗)
–1

(2.269)

= SΨ0
–1
Λ0(V

∗Λ′
0Ψ

–1
SΨ

–1
Λ0 + I)

–1
(2.270)

Ψ =
1

n
diag

(
Y ′JY − Y ′JF ∗Λ′ −ΛF ∗JY +ΛF ∗JF ∗Λ′ + nΛV ∗Λ′) (2.271)

= diag
(
S − SΨ0

–1
Λ0V

∗Λ′ −ΛV ∗Λ′
0Ψ0

–1
S (2.272)

+ΛV ∗Λ′
0Ψ0

–1
SΨ0

–1
Λ0V

∗Λ′ +ΛV ∗Λ′
)

(2.273)

= diag
(
S − 2SΨ0

–1
Λ0V

∗Λ′ +ΛV ∗Λ′
0Ψ0

–1
SΨ0

–1
Λ0V

∗Λ′ +ΛV ∗Λ′
)

(2.274)

を得る。

なお、上記の解は、付録に示す行列間の様々な関係を用いると以下の様に表現することもできるが、

Λ0 = SΣ0
–1
Λ0Φ(ΦΛ′

0Σ0
–1
SΣ0

–1
Λ0Φ+Φ−ΦΛ′

0Σ0
–1
Λ0Φ)

–1
(2.275)

= SΣ0
–1
Λ0Φ(ΦΛ′

0Σ0
–1
SΣ0

–1
Λ0Φ+ V ∗)

–1
(2.276)

= SΨ0
–1
Λ0(ΦΛ′

0Σ0
–1
SΨ

–1
Λ0 + I)

–1
(2.277)

Ψ = diag
(
S − SΣ0

–1
Λ0Φ(ΦΛ′

0Σ0
–1
SΣ0

–1
Λ0Φ+ V ∗)

–1
ΦΛ′

0Σ0
–1
S
)

(2.278)

= diag
(
S(I −Σ0

–1
Λ0ΦΛ′

0)
)

= diag
(
SΣ0

–1
Ψ0

)
(2.279)

= diag
(
S(I −Ψ

–1
Λ0V

∗Λ′
0)
)

(2.280)

(2.275) 式 と (2.278) 式 が Rubin & Thayer (1982) で用いられているものであり、 (2.277) 式 と

(2.279) 式 の表現は Zhao. et al. (2008) に見られる。なお、 (2.279) 式 と (2.280) 式 が成り立つの

は Λ0 が EM アルゴリズムの解であり場合に限ることに注意が必要である。
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また、EM アルゴリズムにおいては、Lawley の方法で仮定した (2.199) 式 が対角であるという制

約を用いていないが、このことは、最終的に得られる解がどのような性質を持つかは初期値に依存して

決まることを意味している。したがって、通常は、繰り返し計算が収束した時点で、たとえば Λ′Λ が

対角行列となる様に、すなわち、因子の軸をその主軸方向に向くような回転を施して最終解とすること

が多い。なお、この操作は、Lawley の方法を用いた得られた解にも施すことが出来る。

最後に、 (2.266) 式 を他の方法による Ψ の推定式（ (2.140) 式, (2.150) 式, (2.236) 式）と比較し

てみると、EM アルゴリズムを用いた場合に限り、その推定値が非負となることが保証されいているこ

とが分かる。なぜなら、 (2.266) 式 は二つの２次形式の和の対角要素で構成されているからである。な

お、次節に述べる制約条件を課した際の解も負にはならない。

2.2.4 誤差分散に構造を仮定した場合の解法

上記のランダムモデルの最小２乗解や最尤解には解析解が存在しなかった。しかし、全ての誤差分散

が等しい、すなわち

Ψ = ψI (2.281)

を仮定する事により、解析解を得ることが出来る。

2.2.4.1 最小２乗解

最小２乗解に関しては、S の固有値からなる対角行列を D1 とすれば S − cI の固有値が D1 − cI
となり、固有ベクトルは同一であることに注意すれば、 (2.135) 式 と (2.136) 式 に現れる Γ は、S の

r 次元のスペクトル分解を

S ≈ P 1D1P
′
1 (2.282)

とすれば、

Γ = D1 − ψI and P = P 1 (2.283)

となる。したがって、 (2.136) 式 は

Λ = PΓ1/2 = P 1(D1 − ψI)1/2 (2.284)

となる。

また、RSS の ψ に関する偏微分は、 (2.132) 式 より

∂ RSS
∂ ψ

= 2(pψ + tr
(
ΛΛ′ − S

)
) (2.285)

となるためこれをゼロと置くと

ψ = tr
(
ΛΛ′ − S

)
/p (2.286)

であるが、そこに (2.284) 式 を用いると

ΛΛ′ = P 1(D1 − ψI)P ′
1 (2.287)

= P 1D1P
′
1 − ψP 1P

′
1 (2.288)

となる。したがって、

ψ =
tr (S)− tr (D1)

p− r
(2.289)

を得る。

すなわち、このモデルの解は、 (2.282) 式 で与えられる P 1 と D1 を用いて (2.289) 式 により ψ

を求めし、それを (2.284) 式 に代入して Λ を求めることにより得られる。
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2.2.4.2 最尤解

最尤解の場合は、より一般的に、Ψ が既知の対角行列 C に比例する、すなわち

Ψ = ψ C (2.290)

というモデルの解析解が存在する。いま、このモデルの下では (2.204) 式 が

1

ψ
C−

1
2SC−

1
2 ≈ ΩΘΩ′ (2.291)

と書けるため、 (2.85) 式 と同様に、C−
1
2 を用いてスケーリングされた分散共分散行列の r 次元のス

ペクトル分解を

S† = C−
1
2SC−

1
2 ≈ P †Γ†P †′ (2.292)

とすれば、

Θ = (1/ψ)Γ† and Ω = P † (2.293)

である。また、 (2.210) 式 より、

Λ =
√
ψ C

1
2Ω(Θ− I)

1
2Φ−

1
2 (2.294)

= C
1
2P †(Γ† − ψ I)

1
2Φ−

1
2 (2.295)

であるため、

ΛΦΛ′ = C
1
2P †(Γ† − ψI)P †′C

1
2 (2.296)

= C
1
2P †Γ†P †′C

1
2 − ψ C

1
2P †P †′C

1
2 (2.297)

となる。

次に， (2.290) 式 を仮定した場合の対数尤度関数の ψ により微分は，

dΨ

dψ
= C (2.298)

であることから， (2.234) 式 を用いると， (2.183) 式 は

∂ F
∂ ψ

= tr
(
diag

(
Ψ
–1

(Σ− S)Ψ
–1)

C
)

(2.299)

=
1

ψ2
tr
(
diag

(
C
–1

(Σ− S)
))

=
1

ψ2
tr
(
C
–1

(Σ− S)
)

(2.300)

となるが、これを 0 と置くことにより、 (2.297) 式 を利用して

0 = tr
(
C
–1

(Σ− S)
)

(2.301)

= tr
(
C
–1 (

ΛΦΛ′ + ψC − S
))

(2.302)

= tr

(
C
–1
(
C

1
2P †Γ†P †′C

1
2 − ψ C

1
2P †P †′C

1
2 + ψ C − S

))
(2.303)

= tr

(
C−

1
2P †Γ†P †′C

1
2 − ψ C−

1
2P †P †′C

1
2 + ψ C

–1
C −C

–1
S

)
(2.304)

= tr

(
P †Γ†P †′C

1
2C−

1
2

)
− ψ tr

(
P †P †′C

1
2C−

1
2

)
+ ψ tr (Ip)− tr

(
C−

1
2C−

1
2S

)
= tr

(
Γ†
)
− tr

(
C−

1
2SC−

1
2

)
− ψ × r + ψ × p (2.305)
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を得る。したがって、

ψ =
tr
(
S†
)
− tr

(
Γ†
)

p− r
(2.306)

である

すなわち、このモデルの解は、 (2.292) 式 で与えられる Γ† を用いて (2.306) 式 により ψ を求め、

それを用いて (2.293) 式 の Θ と Ω を計算し、それらを (2.295) 式 に代入して Λ を求めることによ

り得られる。

なお、 C = I の場合には、この解は (2.284) 式 と (2.289) 式 に示す最小２乗解の場合と同一と

なる。。

2.3 因子分析の解析解のまとめ

前節までに、誤差分散に以下の構造

Ψ = ψ C (2.307)

を仮定した場合には、因子分析モデルのパラメタ (Λ, ψ) は解析的に求まることが示された。本節では、

それらを再度掲載してその相互比較を行う。なお、データから計算される分散共分散行列 S を上記の

C の平方根の逆数を用いてスケーリングしたものの r 次元のスペクトル分解を

1

n
C−

1
2Y ′JY C−

1
2 = C−

1
2SC−

1
2 = S† ≈ P †Γ†P †′ (2.308)

とする。

• 母数モデルの最尤解
(2.87) 式、 (2.88) 式、 (2.89) 式

Λ = C
1
2 P †Γ† 12 (2.309)

F = JY C−
1
2P †Γ†− 1

2 (2.310)

ψ =
tr
(
S†
)
− tr

(
Γ†
)

p
(2.311)

• ランダムモデルの最尤解
(2.306) 式、 (2.295) 式

ψ =
tr
(
S†
)
− tr

(
Γ†
)

p− r
(2.312)

Λ = C
1
2P †(Γ† − ψ I)

1
2Φ−

1
2 (2.313)

これらの解の特徴は、因子パタン行列 Λ は、行列 S† の固有ベクトルに定数を掛けることにより、ま

た、誤差分散 ψ は、S† 行列の対角要素の和からその固有値の最大 r 個の和を引いたものを何かで割っ

た形で与えられていることである。したがって、ψ は負にはならない。

なお、C = I を仮定した場合の直交解、すなわち

Ψ = ψ I, and Φ = I (2.314)
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の場合は、S の r 次元のスペクトル分解を

1

n
Y ′JY = S ≈ PΓP (2.315)

とすると以下の通りである。

• 母数モデルの最尤解 = 母数モデルの最小２乗解 = 主成分分析

(2.87) 式、 (2.88) 式、 (2.89) 式

Λ = PΓ
1
2 (2.316)

ψ =
tr (S)− tr (Γ)

p
(2.317)

F = JY PΓ−
1
2 (2.318)

• ランダムモデルの最尤解 = ランダムモデルの最小２乗解

(2.289) 式、 (2.295) 式

Λ = P (Γ− ψ I)
1
2 (2.319)

ψ =
tr (S)− tr (Γ)

p− r
(2.320)

3 確認的因子分析

本節では、因子パタン行列や因子間相関行列の一部の要素の値が所与である場合のパラメタの推定法

に関して述べる。特に、因子パタンの特定の要素 λjq が 0 であるということは、因子 q が変数 j には

全く影響を与えていないことを示している。逆に言うと、因子 q は、Λ 行列の第 q 列の非負要素に対応

する変数のみに影響を与えているということになるが、そのような意味で、因子パタン行列の 0 の要素

を指定するということは、データの分析に先立って、求めるべき因子の意味づけを行っていると考えら

れる。したがって、このような方法は、仮説検証的因子分析、または、確認的因子分析と呼ばれている。

また、パラメタ推定の観点からは、一部の要素の値を指定するということは、推定されるべきパラメタ

に制約が加わる訳であるから、尤度関数の値は、制約無しの場合よりも小さくなることが予想される。

3.1 EM アルゴリズムによる方法

通常、確認的因子分析は、尤度比検定等を行う場合があるため、最尤法によりランダムモデルのパラ

メタを推定する場合が多い。前節で述べたように、最尤解には Lawley の方法と EM アルゴリズムを

用いる方法があるが、ここでは、より柔軟な EM アルゴリズムを用いる方法に手を入れた形で、パラメ

タの一部分が既知であるという制約を入れた解を導く。

いま、改めて因子分析モデルを想起してみると、因子分析モデルとは、 (2.2) 式 に示すように、第 j

番目の変数 y(j) を潜在変数からなる説明変数行列 F または F へ回帰するモデルであり、因子パタン

行列の第 j 行、すなわち λ′
j または λ′

j はその回帰モデルの回帰係数であった。

いま、第 j 番目の変数の因子パタン λj の第 I1, I2, . . . , Imj
要素が既知であり、それ以外の要素が未

知であるとする。そして、既知の要素を λj2 という mj × 1 のベクトルで、また、それに対応する F ∗

行列の列をまとめたものを F ∗
j2 と記す。同様に、制約の無い λj の要素を並べた (r −mj)× 1 のベク
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トルを λj1、それに対応する F ∗ の要素を F ∗
j1 と記すと、期待対数完全データ尤度は

ElnL(Λ,Ψ) = −1

2

n log |Ψ|+ p∑
j=1

1

ψj

(
(y(j) − F ∗λj)

′J(y(j) − F ∗λj) + nλ′
jV

∗λj

)
(3.1)

= −1

2

n log |Ψ|+ p∑
j=1

1

ψj

(
Qj + nλ′

jV
∗λj

) (3.2)

と書けるが、ここに現れる λj の２次形式の部分を Qj とすると

Qj = (y(j) − F ∗λj)
′J(y(j) − F ∗λj) (3.3)

= (y(j) − F ∗
j2λj2 − F ∗

j1λj1)
′J(y(j) − F ∗

j2λj2 − F ∗
j1λj1) (3.4)

であり、V ∗ 行列を λj の分割に対応して V ∗
j11,V

∗
j12 = V ∗′

j21,V
∗
j22 と分割したものを用いると

λ′
jV

∗λj = λ′
j1V

∗
j11λj1 + 2λ′

j1V
∗
j12λj2 + λ′

j2V
∗
j22λj2 (3.5)

である。したがって、

∂ Qj + n λ′
jV

∗λj

∂ λj1
= −2F ∗′

j1J(y(j) − F ∗
j2λj2) + 2F ∗′

j1JF
∗
j1λj1 + 2n V ∗

j12λj2 + 2n V ∗
j11λj1

(3.6)

であるため、λj1 は

λj1 = (F ∗′

j1JF
∗
j1 + n V ∗

j11)
–1(

JF ∗′

j1y(j) −
(
F ∗′

j1JF
∗
j2 + n V ∗

j12

)
λj2

)
(3.7)

となる。

なお、Ψ の推定は、通常の EM アルゴリズムと同じ形、すなわち (2.274) 式 や (2.278) 式 を用い

れば良い。また、Λ の全ての要素が既知の場合と同様に、 (2.279) 式 や (2.280) 式 を用いてはいけ

ない。

3.2 因子の平均と相関行列の推定

確認的因子分析においては、制約条件として、因子パタンのいくつかの要素が既知であるという制約

を課すが、それ故、探索的因子分析に付随している回転に関する不定性は解消する。しかし、逆に、因

子間相関をモデルのパラメタとして取り扱うことが可能となる。 (2.179) 式 に含まれる Σ が Φ の関

数であることに注意すれば、

∂ F
∂ Φ

= Λ′Σ
–1
Λ−Λ′Σ

–1
SΣ

–1
Λ (3.8)

= Λ′Σ
–1(

I − SΣ
–1)

Λ (3.9)

であるが、このままの形では取り扱いが難しい。しかし、この、因子間相関行列 Φ の推定は、前節同

様、EM アルゴリズムを用いることにより、簡単に行うことが出来る。

EM アルゴリズムの中に現れる対数完全データ尤度は (2.245) 式 に示されているが、そこでは、パ

ラメタ Λ と Ψ を含まない部分を定数 C として省略した形で示していた。しかし、この部分は 因子平

均ベクトル µ0 と因子相関行列 Φ を含む部分であり、以下の様な形をしていた。

C = − 1
2

(
n log |Φ|+

n∑
i=1

(f i − µ0)
′Φ

–1
(f i − µ0)

)
(3.10)
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したがって、これらを推定すべき母数と見なす際には、 (2.263) 式 に示した期待対数完全データ尤度

にこの部分の期待値

E(C) = − 1
2

(
n log |Φ|+

n∑
i=1

(f∗
i − µ0)

′Φ
–1
(f∗

i − µ0) + n tr
(
Φ
–1
V ∗
))

(3.11)

= − 1
2

(
n log |Φ|+ tr

(
Φ
–1

((F ∗ − 1µ′
0)

′(F ∗ − 1µ′
0) + n V ∗)

))
(3.12)

= − 1
2

(
n log |Φ|+ tr

(
Φ
–1(

n( 1n1
′
F ∗ − µ′

0)(
1
n1

′
F ∗ − µ′

0)
′ + F ∗′

JF ∗ + n V ∗
)))

(3.13)

をも加えた形の期待対数完全データ尤度を M ステップで最大化する必要がある。そして、

∂ E(C)
∂ Φ

= nΦ
–1−Φ

–1
((F ∗ − 1µ′

0)
′(F ∗ − 1µ′

0) + n V ∗)Φ
–1

(3.14)

= Φ
–1(

nI − ((F ∗ − 1µ′
0)

′(F ∗ − 1µ′
0) + n V ∗)Φ

–1)
(3.15)

= Φ
–1

(nΦ− ((F ∗ − 1µ′
0)

′(F ∗ − 1µ′
0) + n V ∗))Φ

–1
(3.16)

= Φ
–1
(
nΦ−

(
n(

1

n
1′
F ∗ − µ′

0)(
1

n
1′
F ∗ − µ′

0)
′ + F ∗′

JF ∗ + n V ∗
))

Φ
–1

(3.17)

であり、 Φ は正則であると仮定されているため、

µ0 =
1

n
F ∗′

1 (3.18)

Φ =
1

n

(
F ∗′

JF ∗ + n V ∗
)

が、 (3.12) 式 を最大とするものであることが分かる。ただし、因子の平均と分散に関する不定性を除

去するために、通常の単一母集団からのデータを用いる分析の場合には

µ0 = 0, and diag (Φ) = I (3.19)

という制約を掛けるため、M ステップで推定されるものは (3.19) 式 で表される Φ 行列の対角成分が

1 となる様に基準化したものとなる。

また、m 個の因子が、互いに無相関な複数のブロックに分かれる形で因子間相関行列に 0 要素の指

定がある場合は、 (3.19) 式 で得られる Φ の推定値のうち、0 と指定されている部分を 0 としたもの

が最尤解となる。

それ外のパタンの場合には、 (3.12) 式 を最大とするような、すなわち、 (3.16) 式 を 0 とするよう

な制約付きの Φ の値を数値的に求める必要が生じる。

4 共分散構造分析

本節では、以下の公式を用いて、モデルごとに観測される変数の分散共分散行列の構造を導く。

公式

x と e をそれぞれ平均が 0 である互いに独立な確率変数とし、µ と A を定数とする。また、x

と e の分散共分散行列をそれぞれ

D(x) = Σx, D(e) = Σe (4.1)

とする。このとき、

y = µ+Ax+ e (4.2)
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で y が定義されているならば、

D(y) = AΣxA
′ +Σe (4.3)

である。

なお、以下の記述では、x の平均が µ、分散共分散行列が Σ であることを正規分布の表現

x ∼ N(µ,Σ) (4.4)

と表現しているが、正規分布の仮定は必要ではない。

4.1 モデルと共分散構造

4.1.1 因子分析（多因子）

y = µ+Λf + ε (4.5)

f ∼ N(0,Φ) (4.6)

ε ∼ N(0,Ψ) (4.7)

Cov (f , ε) = O (4.8)

y ∼ N(µ,ΛΦΛ′ +Ψ) (4.9)

4.1.2 因子分析（１因子）

y = µ+ λf + ε (4.10)

f ∼ N(0, ϕ) (f はスカラー) (4.11)

ε ∼ N(0,Ψ) (4.12)

Cov (f, ε) = 0′ (4.13)

y ∼ N(µ,ϕ× λλ′ +Ψ) (4.14)

4.1.3 ２次因子分析（多因子）

y = µ+Λf + ε (4.15)

f = Γξ + ζ (4.16)

ε ∼ N(0,Ψ) (4.17)

ξ ∼ N(0,Σξ) (4.18)

ζ ∼ N(0,Σζ) (4.19)

Cov (ξ, ζ) = O,Cov (ξ, ε) = O,Cov (ζ, ε) = O (4.20)

y ∼ N(µ, Λ(ΓΣξΓ
′ +Σζ)Λ

′ +Ψ) (4.21)
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4.1.4 多重指標モデル

y1 = Λ1f1 + ε1 (4.22)

y2 = Λ2f2 + ε2 (4.23)

ε1 ∼ N(0,Ψ1) (4.24)

ε2 ∼ N(0,Ψ2) (4.25)

f1 ∼ N(0, Φ1) (4.26)

f2 = Γf1 + ζ (4.27)

ζ ∼ N(0, Σζ) (4.28)

Cov (f1, ε1) = O,Cov (f2, ε2) = O,Cov (f2, ζ) = O (4.29)

y1 ∼ N(0, Λ1Φ1Λ
′
1 +Ψ1) (4.30)

y2 ∼ N(0, Λ2(ΓΦ1Γ
′ +Σζ)Λ

′
2 +Ψ2) (4.31)

cov (y1,y2) = Λ1Φ1Γ
′Λ′

2 (4.32)

なお、このモデルは以下の様にまとめて記すことが出来る。

y = Λu (4.33)

ただし

y =

(
y1

y2

)
and Λ =

[
Λ1 O I O
Λ2Γ Λ2 O I

]
and u =


f1

ζ
ε1
ε2

 (4.34)

(4.35)

である。このとき、 u の分散共分散行列を

D(u) =


Φ1 O O O
O Σζ O O
O O Ψ1 O
O O O Ψ2

 (4.36)

と置くと y の分散共分散行列は、公式より。

D(y) =

[
D(y1) cov (y1,y2)

cov (y2,y1) D(y2)

]
(4.37)

= ΛD(u)Λ′ (4.38)

=

[
Λ1Φ1Λ

′
1 +Ψ1 Λ1Φ1(Λ2Γ)

′

Λ2ΓΦ1Λ
′
1 Λ2ΣζΛ

′
2 +Λ2ΓΦ1(Λ2Γ)

′ +Ψ2

]
(4.39)

となる。すなわち、

D(y1) = Λ1Φ1Λ
′
1 +Ψ1 (4.40)

D(y2) = Λ2ΣζΛ
′
2 +Λ2ΓΦ1(Λ2Γ)

′ +Ψ2 (4.41)

cov (y1,y2) = Λ1Φ1Γ
′Λ′

2 (4.42)

である。
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y3
y4

y1

y2

e3 e4

e2

e1

η1

ξ1 ξ2

η2
ζ1

ζ2
Γ1

Γ2

B∗

Λ1

K1

Γ3

K2

Λ2

図 1 Example of a SEM

4.1.5 一般形 (RAM)
図 1 の様な複雑なモデルを定式化することを考える。ただし、y1,y2, . . . ,y4 は観測変数、

e1, e2, . . . , e4 は観測変数に加わる誤差変数、ξ1, ξ2 は外性的潜在変数、η1,η2 は内性的潜在変数、

また、ζ1, ζ2 は内性的潜在変数に加わる誤差変数である。図中、各変数は 1 次元の変数の様に表現して

いるが、一般的にはベクトルであるり、それぞれの変数のサイズを size(ξ1) 等で示す。したがって、係

数行列のサイズは以下の様になる。

Λi size(yi)× size(ξi), i = 1, 2 (4.43)

Kisize(yi+2)× size(ηi), i = 1, 2 (4.44)

Γi size(ηi)× size(ξ1), i = 1, 2 (4.45)

Γ3 size(η2)× size(ξ2) (4.46)

B∗ size(η2)× size(η1) (4.47)

(4.48)

なお、この図は以下の方程式を表している。

y1 = Λ1ξ1 + e1 (4.49)

y2 = Λ2ξ2 + e2 (4.50)

y3 = K1η1 + e3 (4.51)

y4 = K2η2 + e4 (4.52)

η1 = Γ1ξ1 + ζ1 (4.53)

η2 = Γ2ξ1 + Γ3ξ2 +B∗η1 + ζ2 (4.54)

なお、上記の y に関する方程式を測定方程式（観測変数と潜在変数の間の関係を表す方程式）、η に関

するものを構造方程式（潜在変数間の関係を表す方程式）と呼ぶ。（なお、構造方程式という名称は、よ

り一般的にモデル全体を指し示す場合もあるので注意が必要である。）また、外性的潜在変数間の曲がっ

た矢印に関しては、それが表す共分散を、後に示す Φ 行列の要素として指定することになる。
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いま、それぞれの変数を縦に並べたベクトルを以下の様に定義する。

y =


y1

y2

y3

y4

, e =


e1
e2
e3
e4

, ξ =

(
ξ1
ξ2

)
, η =

(
η1

η2

)
, ζ =

(
ζ1

ζ2

)
(4.55)

また、v を観測変数と誤差以外の潜在変数を縦に並べたベクトル、 u を外性変数を縦に並べたベクト

ルとする。

v =

 ξ
η
y

 and u =

 ξ
ζ
ε

 (4.56)

なお、これらの変数の順序は必ずしもこの順でなくてもかまわないが、ここでは v をその因果の順に並

べている。そうすることにより、以下に定義する B∗ 行列が下三角ブロック行列となるという利点が

ある。

この v と u を用いると、前述の全ての方程式は（ξ を含めた形で）

v = B∗ v + u (4.57)

と書き表される。ただし、B∗ 行列は

B∗ =

 O O O
Γ B∗∗ O
Λ K O

 (4.58)

とであり、Λ, Γ, K は先に示した添え字付きの係数行列を以下の様に配置したものであり、

Λ =


Λ1 O
O Λ2

O O
O O

, K =


O O
O O
K1 O
O K2

, Γ =

[
Γ1 O
Γ2 Γ3

]
(4.59)

それぞれのサイズは size(y)× size(ξ), size(y)× size(η), size(η)× size(ξ) である。なお、内生的
変数変数 η は、ξ （ならびに付随する誤差）のみから影響を受ける部分 η1 と、ξ ならびに η1 からの

影響を受ける部分 η2 に分割されているが、η2 に関する、

η2 = Γ2ξ1 + Γ3ξ2 +B∗η1 + ζ2 (4.60)

という構造方程式は、size(η1) + size(η2) の正方行列 B∗∗ を

B∗∗ =

[
O O
B∗ O

]
(4.61)

と置くことにより η 間の依存関係を

B∗∗η =

(
0

B∗η1

)
(4.62)

と表現している。

これらの表現を使うと、 (4.57) 式 ξ
η
y

 =

 O O O
Γ B∗∗ O
Λ K O

  ξ
η
y

+

 ξ
ζ
ε

 (4.63)
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が表す各方程式、すなわち

ξ = ξ (4.64)

η = Γξ +B∗∗η + ζ (4.65)

y = Λξ +Kη + ε (4.66)

が、 (4.49) 式- (4.54) 式 と同一のものであることが確かめられる。

（なお、ξ に関しては、不自然ではあるが、これは以下の操作のためのトリックであると理解され

たい。）

さて、これまでの準備の元に (4.57) 式 より I −B∗ 行列がフルランクである場合には

v = (I −B∗)−1u (4.67)

を得るため、u の要素である外性変数の誤差分散共分散行列を

D(u) =

 Φ O O
O ∆ O
O O Ψ

 (4.68)

と置くと、v の分散共分散行列、Σ は、公式より、

Σ = (I −B∗)
–1 D(u) (I −B∗)′

–1
(4.69)

となる。

より具体的には

I −B∗
¯

=

 ( I ) ( O ) ( O )
( −Γ ) ( I −B∗∗ ) ( O )
( −Λ ) ( −K ) ( I )

 (4.70)

ただし

I −B∗∗ =

[
I O
−B∗ I

]
(4.71)

であるが、ここで下三角ブロック行列の逆行列の公式 A11 O O
A21 A22 O
A31 A32 A3,3

−1

=

 A11
–1

O O
−A22

–1
A21A11

–1
A22

–1
O

A33
–1
A32A22

–1
A21A11

–1−A33
–1
A31A11

–1 −A33
–1
A32A22

–1
A33

–1

 (4.72)

を用いると

(I −B∗)
–1

=

 ( I ) ( O ) ( O )

( (I −B∗∗)
−1
.Γ ) ( (I −B∗∗)

−1 ) ( O )

( Λ+K.(I −B∗∗)
−1
.Γ ) ( K.(I −B∗∗)

−1 ) ( I )

 (4.73)

を得る。したがって、Σ 行列の各要素は

Σ11 : D(ξ) = Φ (4.74)

Σ21 : cov (η, ξ) = (I −B∗∗)
−1
.Γ.Φ (4.75)
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Σ22 : D(η) = (I −B∗∗)
−1
.(∆+ Γ.Φ.ΓT ).(I −B∗∗)

−1 (4.76)

Σ31 : cov (y, ξ) = (Λ+K.(I −B∗∗)
−1
.Γ).Φ (4.77)

Σ32 : cov (y,η) = K.(I −B∗∗)
−1
.∆.(I −B∗∗)

−1

+(Λ+K.(I −B∗∗)
−1
.Γ).Φ.ΓT .(I −B∗∗)

−1
(4.78)

Σ33 : D(y) = Ψ + (Λ+K.(I −B∗∗)
−1
.Γ).Φ.(ΓT .(I −B∗∗)

−1
.KT +ΛT )

+K.(I −B∗∗)
−1
.∆.(I −B∗∗)

−1
.KT (4.79)

となることが分かる。

なお、下三角行列の公式から

(I −B∗∗)
–1

=

[
I O
−B∗ I

]
–1

=

[
I O
B∗ I

]
(4.80)

であるため、上記の表現は逆行列を含まない形で書き表すことが出来る。

上記の様に D(y) の構造が示されたため、データが与えられた場合には、最小２乗法もしくは最尤解

を用いてパラメタを推定することが出来る。

4.1.6 モデルの拡張

• ξ1 から出る矢印で y1 以外に入るもの。

→ Λ と K のゼロである要素を変更する。

• yi から yj に出る矢印がある場合。

→ B∗ 行列の右下隅のO の部分を η 間の相互依存を表すB∗∗ と同様の行列を用いて表現する。

• 観測される変数 y0 が外生変数の場合。

→ それらの y0 を v の中の ξ の上、もしくは η の上に配置し、u の中にも配置する。

• 誤差変数間の共分散の取り扱い。
→ 対応する分散共分散行列の要素の指定。
• 再帰的モデルの取り扱い
→ B∗ 行列、したがって B∗∗ 行列が下三角にならないため (4.80) 式 が成り立たないがパラメ

タの推定は可能。
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A 付録

1.1 偶に使う公式集

1 : 偶に使う公式� �
以下の様に Σ と V が定義されているとする。

Σ = ΛΦΛ′ +Ψ (A.1)

V = (Φ
–1

+Λ′Ψ
–1
Λ)

–1
(A.2)

このとき

V = Φ−ΦΛ′Σ
–1
ΛΦ (A.3)

Ψ
–1
ΛV = Σ

–1
ΛΦ (A.4)

Ψ
–1
ΛV Λ′ = Σ

–1
ΛΦΛ′ (A.5)

ΛV Λ′ = ΨΣ
–1
ΛΦΛ′ = ΛΦΛ′Σ

–1
Ψ (sym) (A.6)

ΛΦΛ′ = ΣΨ
–1
ΛV Λ′ = ΛV Λ′Ψ

–1
Σ (sym) (A.7)

ΨΣ
–1

= I −ΛΦΛ′Σ
–1

= I −ΛV Λ′Ψ
–1

(A.8)

Σ
–1

= Ψ
–1−Ψ

–1
Λ(Φ

–1
+Λ′Ψ

–1
Λ)

–1
Λ′Ψ

–1
(A.9)

= Ψ
–1−Ψ

–1
ΛV Λ′Ψ

–1
(A.10)

Σ
–1
Λ = Ψ

–1
Λ(Φ

–1
+Λ′Ψ

–1
Λ)

–1
Φ
–1

= Ψ
–1
ΛV Φ

–1
(A.11)

Λ′Σ
–1
Λ = Φ

–1−Φ
–1
(Φ

–1
+Λ′Ψ

–1
Λ)

–1
Φ
–1

(A.12)

= Φ
–1−Φ

–1
V Φ

–1
(A.13)

ΦΛ′Σ
–1
ΛΦ = Φ− V = ΦΛ′Ψ

–1
ΛV (A.14)� �

[Σ
–1

Λ の導出]

(2.186) 式 で与えられる Σ
–1
の表現を用いると

Σ
–1
Λ =

(
Ψ
–1−Ψ

–1
Λ(Φ

–1
+Λ′Ψ

–1
Λ)

–1
Λ′Ψ

–1)
Λ (A.15)

ここで D = Λ′Ψ
–1
Λ と置くと

Σ
–1
Λ = Ψ

–1
Λ−Ψ

–1
Λ(Φ

–1
+D)

–1
D (A.16)

であるが、これに公式

(A+B)
–1

= A
–1
(A

–1
+B

–1
)
–1
B
–1

(A.17)

を用いると

Σ
–1
Λ = Ψ

–1
Λ−Ψ

–1
Λ
(
Φ(Φ+D

–1
)
–1
D
–1
D
)

(A.18)

= Ψ
–1
Λ−Ψ

–1
ΛΦ(Φ+D

–1
)
–1

(A.19)

(A.20)

を得る。続いて、公式

(A+B)
–1

= A
–1−A

–1
(A

–1
+B

–1
)
–1
A
–1

(A.21)
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を用いると

Σ
–1
Λ = Ψ

–1
Λ−Ψ

–1
ΛΦ

(
Φ
–1−Φ

–1
(Φ

–1
+D)

–1
Φ
–1)

(A.22)

= Ψ
–1
Λ−Ψ

–1
Λ+Ψ

–1
Λ(Φ

–1
+D)

–1
Φ
–1

(A.23)

= Ψ
–1
Λ(Φ

–1
+D)

–1
Φ
–1

(A.24)

となる。

別解

(2.186) 式 で与えられる Σ
–1
の表現を用いると

Σ
–1
Λ =

(
Ψ
–1−Ψ

–1
Λ(Φ

–1
+Λ′Ψ

–1
Λ)

–1
Λ′Ψ

–1)
Λ (A.25)

ここで D = Λ′Ψ
–1
Λ と置くと

Σ
–1
Λ = Ψ

–1
Λ−Ψ

–1
Λ(Φ

–1
+D)

–1
D (A.26)

であるが、これに公式 4 から導かれる

(A+B)
–1
B = I −B

–1
(A

–1
+B

–1
)
–1

(A.27)

を用いて変形していくと

Σ
–1
Λ = Ψ

–1
Λ−Ψ

–1
Λ(I −D

–1
(Φ+D

–1
)
–1
) (A.28)

= Ψ
–1
ΛD

–1
(Φ+D

–1
)
–1

(A.29)

= Ψ
–1
ΛD

–1
DD

–1
(Φ+D

–1
)
–1

(A.30)

= Ψ
–1
ΛD

–1
D D

–1
(Φ+D

–1
)
–1

(A.31)

= Ψ
–1
Λ ((Φ+D

–1
)D)

–1
(A.32)

= Ψ
–1
Λ (ΦD + I)

–1
(A.33)

= Ψ
–1
Λ (Φ(D +Φ

–1
))
–1

(A.34)

= Ψ
–1
Λ (D +Φ

–1
)
–1
Φ
–1

(A.35)

= Ψ
–1
ΛV Φ

–1
(A.36)

を得る。
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1.2 逆行列の公式

2 : 逆行列の公式� �
[基本公式] (A

–1
)
–1

= A, (A′)
–1

= (A
–1
)′, (AB)

–1
= B

–1
A
–1

A(B +C)
–1
D = (D

–1
(B +C)A

–1
)
–1

= (D
–1
BA

–1
+D

–1
CA

–1
)
–1

1. (A+B)
–1

= A
–1
(A

–1
+B

–1
)
–1
B
–1

2. (A+B)
–1

= B
–1
(A

–1
+B

–1
)
–1
A
–1

3. (A+B)
–1

= A
–1−A

–1
(A

–1
+B

–1
)
–1
A
–1

= A
–1(

I − (A
–1

+B
–1
)
–1
A
–1)

=
(
I −A

–1
(A

–1
+B

–1
)
–1)

A
–1

4. (A+B)
–1

= B
–1−B

–1
(A

–1
+B

–1
)
–1
B
–1

= B
–1(

I − (A
–1

+B
–1
)
–1
B
–1)

=
(
I −B

–1
(A

–1
+B

–1
)
–1)

B
–1

5. (A+B)
–1

= A
–1−A

–1
B(A+B)

–1
= A

–1(
I −B(A+B)

–1)
6. (A+B)

–1
= A

–1− (A+B)
–1
BA

–1
=
(
I − (A+B)

–1
B
)
A
–1

7. (A+B)
–1

= B
–1−B

–1
A(A+B)

–1
= B

–1(
I −A(A+B)

–1)
8. (A+B)

–1
= B

–1− (A+B)
–1
AB

–1
=
(
I − (A+B)

–1
A
)
B
–1

9. (A+BCD)
–1

= A
–1−A

–1
B(C

–1
+DA

–1
B)

–1
DA

–1

10. (A+BCD)
–1
B = A

–1
B(C

–1
+DA

–1
B)

–1
C
–1

11. D(A+BCD)
–1

= C
–1
(C

–1
+DA

–1
B)

–1
DA

–1

12. D(A+BCD)
–1
B = DA

–1
B(C

–1
+DA

–1
B)

–1
C
–1

= C
–1
(C

–1
+DA

–1
B)

–1
DA

–1
B

= (C +B
–1
AD

–1
)
–1

= C
–1−C

–1
(C

–1
+DA

–1
B)

–1
C
–1

（註）A と B のみを含む公式においては、この両者は交換可能である。しがたって、

公式 1 と 2、公式 3 と 4、公式 5 と 7、そして 公式 6 と 8 は同じことである。

公式 1-4 は A と B を A
–1
と B

–1
で置き換える。

公式 5-8 は (A+B)
–1
を残す。

公式 9-12 は A と C を A
–1
と C

–1
で置き換える。

公式 1-4 は、たとえば、

(A
–1

+B
–1
)
–1

= A(A+B)
–1
B

という形で用いる場合が多い。

公式 3-8 は、 A(A+B)
–1
の様な形の式を単純化するときに利用される。

A(A+B)
–1

= I − (A
–1

+B
–1
)
–1
A
–1
公式 3

A(A+B)
–1

= I −B(A+B)
–1
公式 5

である。� �
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[公式 12 の導出]

公式 9 の左から D 右から B を掛けると

D(A+BCD)
–1
B = D(A

–1−A
–1
B(C

–1
+DA

–1
B)

–1
DA

–1
)B (A.37)

= DA
–1
B −DA

–1
B(C

–1
+DA

–1
B)

–1
DA

–1
B (A.38)

となるが、ここで改めて

A∗ ← (DA
–1
B)

–1
(A.39)

C∗ ← C, B∗ ← I, D∗ ← I (A.40)

と置いて (9) 式 を逆に使うと

D(A+BCD)
–1
B = A∗–1−A∗–1(C∗–1 +A∗–1)

–1
A∗–1 (A.41)

= (A∗ +C∗)
–1

(A.42)

を得る。その後、 (3) 式 を用いると

D(A+BCD)
–1
B = C∗–1−C∗–1(C∗–1 +A∗–1)

–1
C∗–1 (A.43)

= C
–1−C

–1
(C

–1
+DA

–1
B)

–1
C
–1

(A.44)

である。

別解

公式 9 の左から D 右から B を掛けたものに基本公式を使うと

D(A+BCD)
–1
B = (B

–1
AD

–1
+B

–1
BCDD

–1
)
–1

(A.45)

= (B
–1
AD

–1
+C)

–1
(A.46)

となるが、ここで公式 9 を使ったものに再度基本公式を使うと

(C +B
–1
AD

–1
)
–1

= C
–1−C

–1
B
–1
(A

–1
+D

–1
CB

–1
)
–1
D
–1
C
–1

(A.47)

= C
–1−C

–1
(DA

–1
B +C)

–1
C
–1

(A.48)

を得る。
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1.3 確率変数の線形結合

確率変数の線形結合� �
y = µ+Ax (A.49)

µ, A = constant (A.50)

x ∼ N(mx, Σx) (A.51)

ならば

y ∼ N(µ+Amx, AΣxA
′) (A.52)� �

例 1 分割行列

x =

(
x1

x2

)
, and Σ =

[
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

]
(A.53)

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
(A.54)

y = Ax =

(
y1

y2

)
=

[
A11x1 +A12x2

A21x1 +A22x2

]
(A.55)

Cov (y1,y1) = A11Σ11A
′
11 +A12Σ21A

′
11 +A11Σ12A

′
12 +A12Σ22A

′
12 (A.56)

Cov (y1,y2) = A11Σ11A
′
21 +A12Σ21A

′
21 +A11Σ12A

′
22 +A12Σ22A

′
22 (A.57)

Cov (y2,y1) = A21Σ11A
′
11 +A22Σ21A

′
11 +A21Σ12A

′
12 +A22Σ22A

′
12 (A.58)

Cov (y2,y2) = A21Σ11A
′
21 +A22Σ21A

′
21 +A21Σ12A

′
22 +A22Σ22A

′
22 (A.59)

例 2 確率変数の和

x =

(
x1

x2

)
, and Σ =

[
Σ11 Σ21

Σ21 Σ22

]
and A = [I, I] (A.60)

y = x1 + x2 and D(y) = Σ11 + 2 Σ21 +Σ22 (A.61)

もしも、

x1 ∼ N(m1, Σ1) and x2 ∼ N(m2, Σ2) (A.62)

で、x1 と x2 は独立, すなわち Cov (x1,x2) = Σ21 = O, ならば

y ∼ N(m1 +m2, Σ1 +Σ2) (A.63)
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